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Resum del Projecte 
En aquest projecte final de carrera es desenvolupa un programari per a 
l’estudi de propietats topològiques i dinàmiques de grafs. 
Aquest programari, a més de determinar propietats dels grafs com 
l’ordre, la mida, el diàmetre, la distància mitjana, el clustering, etc., 
permet fer simulacions dinàmiques per a l’estudi de passeigs aleatoris i 
coherència. 
El programa desenvolupat s’ha utilitzat per a l’estudi de dos problemes 
concrets: 
• D’una banda, s’ha estudiat el comportament d’un conjunt d’agents 
movent-se en una xarxa sotmesos a regles simples amb l’objectiu 
de determinar com afecta la topologia de la xarxa a l’assoliment 
d’un comportament coherent. Resultats previs en xarxes 
“clàssiques” (graf complet, hipercub, cicles, etc.) mostren que una 
regla molt simple (canvia fins que trobis dos agents com tu) 
permet aconseguir la coherència global de tots els agents. En 
aquest treball s’han considerat xarxes petit món, invariants 
d’escala i fractals. 
• D’altra banda, també s’ha tractat el problema del temps de primer 
pas (mean first passage time, MFPT) en el mateix tipus de xarxes, 
estudiant en particular les diferències entre xarxes fractals i no 
fractals.  
L’estudi d’aquestes propietats dinàmiques és important, ja que moltes 
xarxes reals (Internet, WWW, xarxes elèctriques, sistemes de transport, 
etc.) són dels tipus considerats i qüestions relacionades amb la coherència i 
el MFPT (com per exemple la sincronització) són bàsiques per a un 
funcionament eficient de la xarxa.  
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Resumen del Proyecto 
En este proyecto final de carrera se desarrolla un software para estudiar 
las propiedades topológicas y dinámicas de grafos. 
Este software, a parte de determinar propiedades de los grafos como el 
orden, el diámetro, la distancia media, el clustering, etc., permite realizar 
simulaciones dinámicas para estudiar paseos aleatorios y coherencia. 
El programa desarrollado se ha utilizado para el estudio de dos 
problemas concretos: 
• Por una parte, se ha estudiado el comportamiento de un conjunto 
de agentes moviéndose en una red y sometidos a reglas simples 
con el objetivo de determinar cómo afecta la topología de la red a 
la consecución de un comportamiento coherente. Resultados 
previos en redes “clásicas” (grafo completo, hipercubo, ciclos, etc.) 
muestran que una regla muy simple (cambia hasta que encuentres 
dos agentes como tú) permite conseguir la coherencia global de 
todos los agentes. En este trabajo se han considerado redes 
pequeño mundo, invariantes de escala y fractales. 
• Por otra parte, también se ha tratado el problema del tiempo de 
primer paso (mean first passage time, MFPT) en el mismo tipo de 
redes, estudiando en particular las diferencias entre redes fractales 
y no fractales.  
El estudio de estas propiedades dinámicas es importante ya que muchas 
redes reales (Internet, WWW, redes eléctricas, sistemas de transporte, 
etc.) son de los tipos considerados, y cuestiones relacionadas con la 
coherencia y el MFPT (como por ejemplo la sincronización) son básicas para 
un funcionamiento eficiente de las redes. 
 
  
Un	  programari	  per	  l’estudi	  de	  passeigs	  aleatoris	  en	  grafs:	  Aplicacions	  a	  problemes	  de	  coherència	  i	  temps	  de	  primer	  pas	  
 
   
5	  
Abstract 
In this final year project a software to study the topological and dynamic 
properties of graphs is developed. 
In addition to determine the properties of graphs such as order, 
diameter, average distance or clustering, this software enables dynamic 
simulations to study random walks and coherence. 
The program developed has been used to study two specific problems: 
 
• Firstly, it has been studied the behaviour of a group of agents 
moving in a network and subjected to simple rules in order to 
determine how the topology of the network affects the 
achievement of a consistent behaviour. Previous results in 
“classical” networks (complete graph, hypercube, cycles, etc.) 
show that with a simple rule (keep on changing until you find two 
agents like you) it can be achieved the overall coherence of all 
agents. In this paper, small-world, scale-free and fractal networks 
have been considered. 
• On the other hand, it has also been addressed the problem of 
mean first passage time (MFPT) in the same type of networks, in 
particular examining the differences between fractal and non 
fractal networks. 
 
The study of these dynamic properties is important due to the fact that 
many real networks (Internet, WWW, transport systems, etc.) are part of 
the types considered in the project. Moreover, issues related to coherence 
and MFPT (e.g. synchronization) are essential for an efficient operation of 
the networks. 
 
Un	  programari	  per	  l’estudi	  de	  passeigs	  aleatoris	  en	  grafs:	  Aplicacions	  a	  problemes	  de	  coherència	  i	  temps	  de	  primer	  pas 
 
    
6 
1 Introducció 
1.1 Context del projecte i objectius 
L’estudi de les propietats dels grafs és important en moltes àrees de la 
ciència i l'enginyeria donat que aquests són utilitzats com a 
representacions matemàtiques de sistemes complexos reals, tals com 
xarxes de transport i de comunicacions (Internet, WWW,etc.), xarxes 
socials, xarxes biològiques, etc.  
Els estudis realitzats han demostrat que moltes xarxes reals 
comparteixen algunes de les seves propietats topològiques: En la majoria 
dels casos tenen un diàmetre baix, un factor d’agrupament elevat (els 
veïns d'un node són també veïns entre si), sovint presenten una estructura 
jeràrquica o modular i la seva distribució de graus té una distribució 
potencial o exponencial. 
En molts casos existeixen nodes amb un grau relatiu alt (anomenats 
hubs) que juguen un paper crític en el flux d'informació del sistema degut a 
que molts dels altres nodes envien i reben informació a través d'ells. 
L'existència d’aquests hubs provoca que la distància mitja del graf sigui 
més baixa. 
Històricament l’estudi dels grafs s’ha centrat en les propietats 
topològiques de les xarxes però en els últims temps els esforços han 
començat a adreçar-se cap a l'estudi dels processos dinàmics associats a 
les xarxes. Un dels temes centrals d’estudi és entendre com les 
característiques geomètriques i estructurals influeixen en les dinàmiques 
dels sistemes complexos. 
La realització d’aquest projecte final de carrera ha estat centrat en 
l’estudi de dues característiques dels grafs associades a processos 
dinàmics: el nivell de coherència i el temps mig de primer pas. A part del 
càlcul d’aquestes propietats un dels objectius del projecte ha estat intentar 
trobar la relació entre aquestes propietats dinàmiques i les propietats 
topològiques dels graf. 
Tant el nivell de coherència com el temps mig de primer pas són dues 
característiques que estan relacionades amb el concepte de passejos 
aleatoris sobre grafs. Un passeig aleatori sobre un graf és un procés 
aleatori on la posició d’un agent ubicat en el graf en un cert instant 
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solament depèn de la seva posició en l’instant previ i alguna variable 
aleatòria que determina la seva direcció. 
Explicat d’un altra manera: donat un graf s’ubica un agent en un node 
inicial i es selecciona aleatòriament un dels seus veïns on es mou aquest 
agent. Llavors es selecciona un veí d’aquest nou punt aleatòriament i es 
torna a moure l’agent. Es repeteix el procés indefinidament, i la seqüència 
de punts seleccionats s’anomena passeig aleatori sobre el graf. 
El nivell de coherència es defineix com la probabilitat de que varis agents 
movent-se aleatòriament pel graf acabin compartint node quan el seu 
moviment es regeix per una regla molt simple: continua movent-te fins que 
comparteixis node amb k agents més. A aquest paràmetre k se l’anomena 
nivell d’aspiració i s’ha demostrat que per a un nivell d’aspiració k=2 en 
molts grafs s’assoleix la coherència global dels agents. 
El temps de primer pas (first passage time, FPT) és el temps esperat que 
trigarà un agent que es mogui aleatòriament en assolir un node destí 
iniciant el seu recorregut en d’un node origen. Aquest temps és crucial per 
a processos on l’arribada d’un agent a un node provoca l’inici d’una nova 
acció: processos neuronals, difusió d’epidèmies, etc. 
El temps de primer pas mesura el temps entre dos nodes concrets, si es 
fa la mitja d’aquests temps per a un node destí i per a tots els nodes origen 
possibles s’obté el temps mig de primer pas (mean first passage time, 
MFPT). La mitja dels temps de primer pas per a qualsevol parell de nodes 
del graf s’anomena temps mig global de primera passada (global mean first 
passage time, GMFPT) i és una característica del graf. 
Per tal de poder realitzar l’estudi de les propietats topològiques i 
dinàmiques dels grafs s’ha desenvolupat un programari que a banda de 
calcular aquestes propietats permet crear grafs de diferents tipus i 
característiques sobre els que realitzar els càlculs. El programari funciona 
sobre sistema operatiu Mac OS X, disposa d’entorn gràfic i té la capacitat 
d’importar grafs i exportar-ne els creats. 
El càlcul de les propietats topològiques es realitza analíticament mentre 
que el càlcul de les propietats dinàmiques es realitza mitjançant 
simulacions on es fan passejades aleatòries.  Donat l’aleatorietat present 
en el càlcul de les propietats dinàmiques les simulacions s’han de realitzar 
un nombre elevat de vegades per tal d’obtenir uns resultats estadístics 
fiables. 
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Durant la realització del projecte s’han analitzat les propietats de 
diferents tipus de grafs: complets, arbres, grafs planars, grafs regulars, 
invariants d’escala, fractals, etc., intentant trobar quin són els factors 
principals que influeixen en el valors que presenten les seves propietats 
dinàmiques. 
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1.2 Estructura de la memòria 
El projecte s’inicia amb la definició d’alguns conceptes bàsics de la Teoria 
de Grafs i amb l’explicació de les diferents propietats topològiques i 
dinàmiques que s’analitzaran. 
Un cop ja s’han explicat les característiques dels grafs que es volen 
estudiar es presenten els diferents tipus de grafs que s’estudiaran. Per a 
cada tipus de graf s’explica el seu mètode de construcció i les seves 
característiques principals. 
En el següent punt es presenta l’aplicació desenvolupada i es mostra el 
seu funcionament. 
Un cop ja està presentat el marc teòric sobre el que es basa el projecte 
es presenten els resultats de l’anàlisi que s’ha realitzat. Primerament es 
mostren els resultats del càlcul del nivell de coherència i seguidament els 
del temps mig de primer pas. 
Finalment hi ha un apartat de conclusions on es mostra una revisió 
general de la feina realitzada i dels resultats obtinguts.  
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2 Teoria de grafs 
La Teoria de Grafs és la branca de les matemàtiques dedicada a l’estudi 
dels grafs, estructures matemàtiques utilitzades per a modelar relacions 
entre parells d’elements d’una certa col·lecció. 
La teoria de grafs té el seu origen al 1736 quan Leonhard Euler publica la 
solució al problema dels set ponts de Königsberg. Königsberg és una ciutat 
russa travessada pel riu Pregolya, el qual es bifurca rodejant la illa de 
Kneiphof i dividint el terreny en quatre regions unides per set ponts. El 
problema formulat al segle XVII consistia en trobar un camí per creuar tota 
la ciutat passant un sol cop per cada pont i tornant al mateix punt d’inici. 
Per resoldre el problema Euler recorre a una abstracció del mapa: cada 
regió es representa com un punt i cada pont com una línia que uneix dos 
punts. 
 
        
 
Aquesta representació de la ciutat en forma de graf va significar l’inici 
d’una nova branca de les matemàtiques, anomenada Teoria de Grafs, que 
serveix per modelar xarxes d’àmbits molt diversos, i que ha conduit a una 
gran quantitat d’aplicacions. 
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2.1  Conceptes bàsics 
Un graf G=(V,E)	   	  és una representació abstracta d'un conjunt de vèrtexs 
V=V(G) on alguns parells dels objectes estan connectats per enllaços 
E=E(G).  
L’orde d’un graf, n=|V|, és el seu nombre de vèrtexs i la mida es el 
nombre total de branques. El grau d’un vèrtex i, anomenat ki, és el nombre 
de branques incidents a i. 
 
Exemple 
V={0, 1, 2, 3, 4} 
E ={01, 12, 23, 34, 04, 03, 13} 
k0=3, k2=2 
 
El grau d’un graf és el grau màxim dels seus nodes: ∆  = 𝑚𝑎𝑥  !∈!   𝑘! 
Si els enllaços del graf són dirigits, tenen un origen i un destí, 
s’anomenen arcs i el graf és un graf dirigit o digraf. Els enllaços no dirigits 
s’anomenen arestes o branques. Si existeixen dos o més enllaços que 
uneixen els mateixos vèrtexs parlem d’enllaços paral·lels o múltiples. Un 
graf amb enllaços paral·lels s’anomena multigraf. Si un enllaç parteix i 
acaba en el mateix vèrtex, s’anomena llaç. Quan un graf no conté enllaços 
paral·lels ni llaços se l’anomena graf simple. 
  
   digraf    multigraf         graf simple 
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Un camí es una seqüència ordenada d’enllaços 
on el vèrtex final d’un enllaç és l’inicial del 
següents.  
Un graf es connex si per a tot parell de vèrtexs i i 
j existeix un camí de i fins a j. 
 
  Camí entre nodes 2 i 4 
Un cicle és una successió d’enllaços adjacents on no es passa dos cops 
pel mateix vèrtex i es torna al punt inicial. Un cicle hamiltonià és aquell on 
es recorren tots els vèrtexs del graf. 
 
        cicle         cicle hamiltonià  
Un arbre és un graf connex sense camins tancats. Entre qualsevol parella 
de vèrtexs d’un arbre solament existeix un camí. 
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2.2  Distància entre nodes i diàmetre 
La distància entre dos vèrtexs i i j d’un graf, d(i,j), es defineix com el 
nombre d’arestes que conté el camí més curt entre i i j. A aquest camí més 
curt se l’anomena camí geodèsic o trajectòria geodèsica. 
La distància mitjana d’un graf és la mitja de les distàncies entre tots els 
parells de vèrtexs possibles: 1𝑛(𝑛 − 1)   𝑑(𝑖, 𝑗)!,!∈!  
L’excentricitat d’un vèrtex és la màxima distància fins a qualsevol altre 
vèrtex: 𝜖(𝑖)   = 𝑚𝑎𝑥  !∈!   𝑑(𝑖, 𝑗) 
El diàmetre d’un graf és la màxima distància entre qualsevol parella de 
vèrtexs (la excentricitat màxima): 𝐷   = 𝑚𝑎𝑥  !,!∈!   𝑑(𝑖, 𝑗) 
El radi d’un graf és la excentricitat mínima dels seus nodes: 𝑟   = 𝑚𝑖𝑛  !∈!   𝜖(𝑖) 
 
Exemple 
d(1,3)=d(1,3)=1; d(2,4)=d(4,2)=2 
є(2)=2; є(0)=1 
D=2 
r=1 
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2.3  Coeficient d’agrupament o 
clustering 
El coeficient d’agrupament o clustering d’un node mesura el grau de 
connectivitat en l’ambient més pròxim del node, és la probabilitat que dos 
veïns d’un node siguin també veïns entre ells.  
Per exemple, en una xarxa d’amics, és força probable que dos amics 
d’una persona concreta també ho siguin entre si, reflectint l’elevat valor del 
coeficient d’agrupament de les xarxes socials. El coeficient d’agrupament 
s’introduí per a quantificar aquest concepte.  
Per a cada vèrtex i del graf G, Ci es defineix com la fracció de les 
ki(ki−1)/2 branques possibles entre els veïns de i que realment són 
presents a G.  
𝐶!   = 𝑏𝑟𝑎𝑛𝑞𝑢𝑒𝑠  𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒𝑠  𝑒𝑙𝑠  𝑣𝑒ï𝑛𝑠  𝑑𝑒𝑙  𝑛𝑜𝑑𝑒  𝑖𝑏𝑟𝑎𝑛𝑞𝑢𝑒𝑠  𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒𝑠  𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒  𝑒𝑙𝑠  𝑣𝑒ï𝑛𝑠  𝑑𝑒𝑙  𝑛𝑜𝑑𝑒  𝑖 
Aleshores el coeficient d’agrupament o clustering del graf G, denotat CG,  
és el promig de Ci sobre tots els vèrtexs i ∈	  V(G).  𝐶!   = 1𝑛 𝐶!!  ∈!  
 
Exemple 
C3 = 3/6 = 0.5 
C0 = C1 = 2/3 = 0.67 
C2 = C4 = 1/1 = 1 
CG=1/6*(3/6 + 2/3 * 2 + 1 * 2) = 23/36 = 0.64 
 
Òbviament, el coeficient d’agrupament varia entre 0 i 1. Un valor proper 
a 0 indica que molts dels vèrtexs que són adjacents a un vèrtex donat i no 
ho són entre ells. 
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2.4  Betweenness centrality 
La betweenness centrality o grau d’intermediació és una mesura de la 
centralitat dels vèrtexs d’un graf, de com d’important és un vèrtex dins del 
graf.  
La importància d’un node dins del graf depèn de molts factors. Una 
possible mesura de la centralitat pot ser el grau del node: quan més alt és 
el grau més connectat està el node i per tant major és la seva centralitat 
dins del graf. Però sovint interessa mesurar el grau de centralitat d’un node 
en termes d’importància d’aquest node en les comunicacions entre els 
altres nodes i no en termes físics o geogràfics.  
El grau d’intermediació o betweenness centrality mesura la centralitat en 
aquests termes. Des d’aquest punt de vista, un node dins d’un graf té una 
posició central en la mesura en que forma part de moltes trajectòries 
geodèsiques que connecten parells de nodes. La betweenness centrality 
indica amb quina freqüència un node forma part del camí més curt que 
connecta altres dos nodes. 
El procediment general per mesurar la betweenness centrality en un graf 
no dirigit és el següent: 
Donat un node k d’un graf i un parell de nodes del graf {i, j} sense 
importar l’ordre, on i ≠ j ≠ k, es defineix la betweenness parcial de k 
respecte al parell {i, j}, bij(k), de la següent manera: 
1) Si i i j no tenen cap camí que els connecti, no existeix cap 
trajectòria geodèsica, i en aquest cas bij(k) = 0. 
2) Si i i j estan connectats per algun camí, es defineix bij(k) com la 
probabilitat que la comunicació entre i i j segueixi un camí que 
contingui el node k. Suposant que la informació o el contingut de la 
xarxa viatja sempre per camins geodèsics i que no hi ha preferència 
per cap de les trajectòries geodèsiques respecte a les altres, bij(k) 
serà: 
𝑏!"(𝑘)   = 𝜎!"(𝑘)𝜎!"  
on 𝜎!" és el nombre de trajectòries geodèsiques que connecten els 
nodes i i j, i 𝜎!"(𝑘) és el nombre de trajectòries geodèsiques entre i i j 
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que passen per k. Quan només hi ha una trajectòria geodèsica, i 
aquesta conté el node k, o quan k està en totes les geodèsiques entre 
i i j, bij(k) = 1. En aquests casos, la dependència de k de les 
comunicacions entre i i j és màxima. 
La betweenness centrality total d’un node és la suma de totes les seves 
betweenness parcials per tots els parells {i, j} amb i ≠ j ≠ k: 
𝐶!(𝑘)   = 𝜎!"(𝑘)𝜎!"!!!!!  ∈!  
Aquest valor es pot normalitzar pel nombre de parells de vèrtexs 
existents al graf excloent el node k: (n-1)(n-2)/2. 
 
Exemple: Càlcul de Cb(3) 
Cb(3)=1/6 (1/2 + 1/2 + 1) =4/6 = 0.33 
 
 
 
En la següent taula es mostren les dades utilitzades el càlcul del grau 
d’intermediació del node 3. Per a cada parell de nodes es busquen els 
camins geodèsics totals i els que passen pel node 3. 
 
 
 
 
 
 
  
origen destí Camins geodèsics 
C.G que 
passen per 
3 
bij(3) 
0 1 0-1  0/1 
0 2 0-1-2 0-3-2 0-3-2 1/2 
0 4 0-4  0/1 
1 2 1-2  0/1 
1 4 1-0-4 1-3-4 1-3-4 1/2 
2 4 2-3-4 2-3-4 1/1 
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2.5  Distribució de graus 
El grau d’un node i d’una xarxa és el nombre de connexions o branques 
incidents a ell i s’anomena ki. La mitjana de ki sobre tots els vèrtexs 
s’anomena grau mitjà del graf i es denota 𝑘.  
La distribució de graus, P(k), d’una xarxa és la fracció de nodes amb 
grau k, és a dir, la probabilitat de que un node escollit a l’atzar tingui grau 
k. Així si una xarxa té n nodes en total i nk d’ells repartits a cada grau k 
aleshores P(k)=nk/n. Un graf regular és aquell on tots els nodes tenen el 
mateix grau, i presentarà una distribució de graus amb un sol pic. La 
distribució de graus també pot presentar-se com una distribució 
acumulativa, llavors indica la fracció de nodes amb un grau major o igual a 
k. 
La distribució de graus és un paràmetre molt important en l’estudi de 
xarxes, tant teòriques o reals. En el model teòric per a un graf aleatori 
d’Erdős-Rényi en el que per a cada parella de vèrtexs hi ha una branca que 
els uneix amb probabilitat fixada i independent de les altres parelles, la 
seqüència de graus segueix la ben coneguda distribució de Poisson amb un 
pic a 𝑘: 𝑃 𝑘 = (𝑛 − 1𝑘 )𝑝!(1− 𝑝)!!!!! 
En moltes de les grans xarxes reals la distribució de graus no segueix 
una distribució de Poisson i en molts casos aquesta distribució de graus és 
descrita millor per una llei potencial, P(k) ∝ k−γ. Ja que la llei potencial és 
vàlida per un rang gran de valors del grau, les xarxes que presenten 
aquest tipus de distribució es diu que presenten invariància d’escala (són 
scale-free). 
 
Comparació distribució de graus d’una xarxa aleatòria i una scale-free  
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2.6  Correlació de graus 
Molts sistemes complexos reals poden modelar-se mitjançant grafs i per 
tal d’estudiar-los s’han proposat models teòrics que reprodueixin les seves 
propietats. Un dels models més estudiat és el model d’adjunció preferent 
[1], on la probabilitat de que un node estigui connectat a un node destí és 
proporcional al grau d’aquest node destí. Aquest model està àmpliament 
acceptat com a probable explicació de la llei potencial en la distribució de 
nodes existent a moltes xarxes reals. 
No obstant això en aquest model hi manca un element important: la 
probabilitat de connectar dos nodes no depèn del grau del node origen. Al 
món real aquestes dependències són comuns i moltes xarxes presenten 
correlació assortativa als seus graus, és a dir, els nodes amb grau alt estan 
connectats preferentment amb altres nodes amb grau alt. Un exemple 
d’aquest tipus de xarxes es dóna en xarxes socials on una persona que 
tingui molts amics tindrà tendència a tenir amistat amb gent que a l’hora 
tingui també molts amics. Una propietat que es deriva d’una xarxa amb 
comportament assortatiu per exemple, és que són xarxes amb alta 
resiliència a l’atac focalitzat a alguna part d’aquesta, ja sigui un node o una 
aresta. Però això té inconvenients ja que en casos de propagació de 
malalties les xarxes socials són especialment vulnerables essent difícil 
controlar el focus i la seva dispersió (escampament). 
Altres xarxes presenten correlació dissortativa, els nodes amb grau gran 
acostumen a estar connectats a nodes amb grau baix. Aquest és el cas 
d’Internet on els nodes amb grau molt elevat representen, per exemple, les 
companyies proveïdores del servei les quals estan connectades amb molts 
clients diferents, mentre que els clients en la majoria de casos contracten 
el servei a una sola companyia (una sola connexió). Aquest comportament 
disassortatiu també es manifesta en xarxes biològiques. 
Per calcular aquesta correlació en els graus d’un graf s’utilitza el 
coeficient de correlació de Pearson per als graus dels extrems de les 
branques del graf: 
𝑟 = 𝑀 𝑗!𝑘!! −    12! (𝑗! + 𝑘!) !𝑀 12   (𝑗!! + 𝑘!!)! −    12! (𝑗! + 𝑘!) !   
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on M és el nombre de branques del graf, j el grau de l’origen de la branca i 
k el grau del destí. 
 
Aquest coeficient pren valors entre -1 i 1, corresponen els valors positius 
a les xarxes assortatives i els negatius a les dissortatives. En la següent 
taula es mostren valors de la correlació de graus per a algunes xarxes 
reals. Com es pot observar les xarxes de relacions personals són 
assortatives i les tècniques o biològiques són dissortatives. 
  
 
 
 
 
 
 
  
Xarxa Nodes Correlació 
Coautors física 52909 0.363 
Coautors biologia 1520251 0.127 
Coautors matemàtiques 253339 0.120 
Actors 449913 0.208 
Directors 7673 0.276 
Intenet 10697 -0.189 
WWW 269504 -0.065 
Interaccions de proteïnes 2115 -0.156 
Xarxa neural 307 -0.163 
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2.7 Nivell de coherència 
El concepte nivell de coherència que es calcula a l’aplicació està 
presentat a l’article Win–stay, lose–shift in language learning from peers 
[2]. En aquest article es modela el procés d’aprenentatge lingüístic d’una 
població d’agents idèntics que intenten trobar un llenguatge comú. 
Tradicionalment el model d’aprenentatge lingüístic s’ha basat en una 
interacció entre mestre i alumne: el mestre proveu exemples de sentencies 
del llenguatge i l’alumne ha d’inferir les regles gramaticals subjacents. Es 
pot demostrar formalment que un alumne no pot resoldre el problema si hi 
ha un nombre il·limitat d’hipòtesis. En altres paraules, una estratègia 
particular d’aprenentatge solament pot aprendre un nombre limitat de 
llenguatges. 
A l’article es considera una aproximació diferent, on una població 
d’agents idèntics intenten trobar un llenguatge comú. Aquesta aproximació 
està motivada pel fet de que en realitat els nens aprenen molts aspectes 
del llenguatge els uns dels altres i no pas dels pares o els mestres. Els 
autors modelen aquest procés per trobar les condicions necessàries per a 
que la població aconsegueixi coherència lingüística, que vol dir que la 
majoria dels individus finalitzin el procés d’aprenentatge parlant el mateix 
llenguatge. 
En el procés modelat a l’article el agents modelats no tenen memòria i hi 
ha un conjunt finit de possibles llenguatges. Inicialment cada agent tria un 
d’aquests llenguatges com a hipòtesis i s’hi manté si es compleixen unes 
certes condicions. Si aquestes condicions no es compleixen l’agent tria un 
altre llenguatge. L’algoritme és sense memòria ja que l’ agent no guarda 
cap registre de quins llenguatges ha visitat anteriorment i potser en torna a 
un que abans havia rebutjat. 
Per determinar quins salts entre llenguatges són possibles es modela el 
conjunt de possibles llenguatges com un graf, on els nodes representen 
cada un dels llenguatges possibles i  les branques representes possibles 
salts des de un llenguatge candidat a un altre. Per exemple, si el conjunt 
de llenguatges candidats és donat per un graf complet on tots els nodes 
estan connectats, l’agent es pot moure des de un dels llenguatges a 
qualsevol altre. D’altra banda, si el graf de llenguatges és un cicle, un 
agent solament es pot moure des del seu llenguatge actual a un dels dos 
llenguatges adjacents. 
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Es consideren N individus distribuïts aleatòriament en un graf de 
llenguatges amb n llenguatges (nodes) i s’assumeix que n>>N, hi ha molts 
més possibles llenguatges candidats que agents. A cada pas de temps cada 
agent pot actualitzar el seu llenguatge i per decidir si fer-ho o no, pot 
intentar comunicar-se amb altres agents. L’única informació que pot 
esbrinar és si hi ha o no més agents que tinguin el mateix llenguatge que 
ell. Si un individu decideix canviar de llenguatge es pot moure a qualsevol 
node adjacent. 
L’objectiu és trobar una estratègia que asseguri (amb alta probabilitat) 
que hi hagi coherència lingüística,  que vol dir que tots els individus acabin 
parlant el mateix llenguatge. S’ha de trobar un mecanisme que governi el 
moviment aleatori d’una població en un graf amb l’objectiu de que amb una 
probabilitat molt alta tots els individus acabin al mateix lloc passat un 
temps raonablement curt. 
Una estratègia natural és la següent: Un individu es manté en un 
llenguatge si un nombre fixat d’altres individus usa el mateix llenguatge. 
En aquest cas s’anomena als agents aprenedors per aspiració: l’agent 
aspira a parlar un llenguatge que sigui compartit per un nombre mínim 
d’altres individus i si l’objectiu no es compleix l’agent es mourà a un altre 
llenguatge. 
Aquesta estratègia és del tipus win-stay, lose-shift: si el agent “guanya” 
es manté, si “perd” salta. El nivell d’aspiració determina quan l’agent 
considera que està guanyant , i en aquest context, el nivell d’aspiració K és 
donat pel mínim nombre d‘agents amb el mateix llenguatge que l’individu 
per a que aquest es mantingui en un llenguatge. Quan s’assoleix aquesta 
fita els agents formen un clúster i no es mouen més. Per exemple, per a 
k=2 almenys dos altres individus són necessaris, és a dir quan 3 agents 
formen un clúster ja no es mouran més. 
A la següent figura es mostra l’operació del model, hi ha 16 llenguatges 
possibles formant un hipercub i 6 individus usant una estratègia amb k=2. 
A la primera imatge es mostra el inici del procés on tots els individus 
utilitzen un llenguatge diferent. Els punts negres indiquen que un node està 
ocupat i el número indica quants agents l’estan ocupant. La segona imatge 
mostra el següent pas de temps, com que no hi ha cap llenguatge amb 
més de dos individus cada individu tria un nou llenguatge aleatòriament 
movent-se a través d’una de les branques del graf. A la tercera imatge ha 
passat suficient temps per a que 3 individus es trobin en un llenguatge 
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comú. Aquests agents ja no es mouran més, ja que han assolit el seu nivell 
d’aspiració, compartir el mateix llenguatge amb dos individus més. 
Finalment a la quarta imatge els tres agents restants han convergit al 
clúster ja format.  
 
¿Quin és el nivell d’aspiració necessari per garantir coherència 
lingüística? Un garantia obvia per l’èxit seria que cada individu utilitzes un 
nivell d’aspiració k>=N/2. En aquest cas els individus continuarien movent-
se fins que més de la meitat d’ells parlessin el mateix llenguatge i 
aleshores tots els altres convergirien al mateix clúster. Aquesta estratègia, 
però, trigaria un temps molt llarg per formar el primer clúster. Estratègies 
amb un nivell d’aspiració més petit són més ràpides en formar el primer 
clúster però admeten la possibilitat de que es formin varis clústers 
independents, el que evitaria la convergència a la coherència completa. 
Un cop modelat el procés els autors de l’article fan un conjunt de 
simulacions per a un conjunt de llenguatges que formin un graf quasi-
regular. Si definim el grau d’un node com el nombre de branques que 
incideixen al node, un graf serà quasi-regular quan el grau màxim del graf 
és proper al grau mínim. Un graf regular és aquell on tots els nodes tenen 
el mateix grau, per tant tots els grafs regulars són quasi-regulars.  
Al l’article els autors troben que si hi ha molts més llenguatges candidats 
que agents (n>>N) per k=3 quasi sempre es convergirà a la coherència 
completa per a grafs quasi-regulars. Per una altra part per a molts grafs 
quasi-regulars com el hipercub o el graf complet fins i tot per a k=2 
s’aconsegueix la coherència completa. Per tant, tot i que cada agent vulgui 
comunicar-se amb pocs agents en molts casos la dinàmica conduirà que 
tothom parli el mateix llenguatge. 
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Es pot estimar el tems que es trigarà en arribar a la coherència. Aquest 
temps es la suma de dos termes:  
Tcoherència = T1er clúster + Tabsorció 
El primer terme aproxima quant de temps triga en formar-se el primer 
clúster. Per al graf complet és aproximadament la inversa de n cops la 
probabilitat que un clúster de dimensió k+1 es formi en un node assumint 
una distribució inicial uniforme dels agents. 
El segon terme descriu el temps que costa a tots els individus que no 
formen part del clúster inicial en ser absorbits per aquest, i aquest temps 
depèn exclusivament de la estructura del graf. Grafs amb diàmetre petit 
trigaran menys a convergir que grafs amb diàmetre gran. 
Finalment es defineix el nivell de coherència com la probabilitat de que 
dos agents escollits aleatòriament parlin el mateix llenguatge. Aquest valor 
depèn del temps i és la mitja de la probabilitat de totes les simulacions 
realitzades. 
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2.8 First Passage Time 
En el darrers anys,  molt d'esforç de recerca en teoria de grafs ha deixat 
de concentrar-se en aspectes topològics i mètrics per començar a adreçar-
se cap a l'estudi dels processos dinàmics associats a les xarxes. Un dels 
temes centrals és entendre com les característiques geomètriques i 
estructurals influeixen en les dinàmiques dels sistemes complexos. 
 Entre aquests processos dinàmics la difusió i en particular la 
caracterització de moviments aleatoris (random walks) sobre la xarxa són 
importants. El problema de moviments aleatoris és un tema crucial en 
moltes branques de la ciència i la enginyeria i ha tingut molt interès ja que 
apareix en molts aspectes de la vida real: enrutament sobre xarxes, 
processos de difusió d’epidèmies, etc. 
Un valor rellevant per l’estudi dels passejos aleatoris dins d’una xarxa és 
el temps de primer pas (fisrt passage time, FPT). El FPT és el temps 
esperat que trigarà un agent que es mogui aleatòriament en assolir un 
node destí iniciant el seu recorregut des d’un node origen. Aquest temps és 
crucial en processos on l’arribada d’un agent a un node provoca el inici 
d’una nova acció: processos neuronals, difusió d’epidèmies, etc. 𝐹𝑃𝑇!→! = 𝑇𝑒𝑚𝑝𝑠  𝑒𝑠𝑝𝑒𝑟𝑎𝑡  𝑑𝑒  𝑗  𝑎  𝑖 
 
 
El FPT mesura el temps de trànsit entre dos nodes concrets, per tant en 
una xarxa amb N nodes i per a un node destí fixat hi haurà N-1 valors del 
FPT, un per a cada un dels altres nodes. El temps mig de primera passada 
(mean first passage time, MFPT) és la mitja d’aquests temps. 𝑀𝐹𝑃𝑇! = 1𝑁 − 1 𝐹𝑃𝑇!→!!∈!,!!!  
Si fem la mitja del FPT entre qualsevol parell de nodes del graf 
obtindrem el temps mig global de primera passada (global mean first 
passage time, GMFPT). 
𝐺𝑀𝐹𝑃𝑇 = 1𝑁 𝑀𝐹𝑃𝑇!!∈!  
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3 Models de grafs 
3.1 Grafs regulars 
Els grafs regulars són aquells en que tots els vèrtexs tenen el mateix 
grau. A l’aplicació se’n poden generar de tres tipus: complets, circulants i 
hipercubs. 
Un graf complet és aquell on cada parell de 
vèrtexs té una branca que els uneix. Al conjunt de 
grafs complets se l’anomena generalment K, sent 
Kn el graf complet de n vèrtexs. 
 
 
 
Un graf circulant de N vèrtexs i m salts {j1, j2, 
..., jm} és un graf indirecte per al que cada vèrtex 
n, per a 0≤n≤N-1, és adjacent a tots els vèrtexs 
n±ji mod N per a 1 ≤ i ≤ m. La notació d’aquest 
graf és CN( j1, j2, ..., jm ). 
La família dels grafs circulants inclou els grafs 
complets i els cicles entre els seus membres. 
 
En les simulacions realitzades s’han analitzat grafs circulants on els 
vèrtexs estan connectats solament als veïns més 
propers CN(1,2) o CN(1,2,3). 
 
El cub o hipercub k-dimensional Qk és el graf 
simple que els seus vèrtexs són els 2k elements 
de {0,1}k, i on les seves branques són els parells 
de k-tuples que difereixen en exactament una 
posició. 
 
Graf K8 
 
Graf C20(1,2,3) 
 
hipercub Q4 
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3.2 Grafs petit món 
Moltes xarxes reals (biològiques, tecnològiques i socials) es caracteritzen 
per tenir alhora un alt coeficient d’agrupament, propi de les xarxes regulars 
(molt elevat en comparació al d’una xarxa aleatòria, que es gairebé nul), i 
una distància mitja entre nodes i un diàmetre petits, similars als d’una 
xarxa aleatòria amb els mateixos ordre i mida. Les xarxes que compleixen 
aquestes dues característiques s’anomenen petit-món.  
Aquest tipus de graf agafen el seu nom dels experiments realitzats pel 
psicòleg Stanley Milgram a la Universitat de Harvard durant la seva 
investigació de xarxes socials. Aquests experiments van arribar a la 
conclusió que es podia connectar dues persones als Estats Units amb 
solament sis salts de mitja. El fet de que la distància entre dos nodes 
qualsevol de la xarxa sigui molt petita és present en moltes xarxes reals i 
en particular les socials fins i tot quant aquestes són molt poc denses.	  	  
Per a la construcció de grafs petit món s’utilitza el mètode descrit per 
Watts i Strogatz [3]:  
• Es parteix d’un graf circulant de N vèrtex cada un d’ells connectat 
als k veïns més propers per branques. 
• Començant a un vèrtex es selecciona la branca que l’uneix al veí 
més proper en sentit de les agulles del rellotge. 
• Amb probabilitat p es reconnecta la branca a un vèrtex escollit 
uniformement a l’atzar impedint la duplicació de branques. 
• Es repeteix el procés movent-se en el sentit de les agulles del 
rellotge considerant tots el vèrtexs fins que es completa una volta. 
• Seguidament repetim el mateix procés considerant les branques 
que connecten els nodes amb el segon veí més proper. 
• Es repeteix el procés seleccionat cada cop una branca més 
llunyana fins que s’hagi considerat cada branca un cop. 
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Partim d’un Graf Circulant 
 
 
Seleccionem un vèrtex 
 
 
El redibuixem amb 
probabilitat p 
 
En finalitzar aquest procés per a p=0 el graf original no queda modificat, 
mentre que per a valor de p=0.01 s’obtenen grafs petit món amb un 
clustering gran i un diàmetre i una distància mitjà similars a les d’un graf 
aleatori. Per a p=1 totes les branques es reconnecten de forma aleatòria i 
s’obté un graf aleatori. 
 
 
0.01 
 
 
0.5 
 
 
1 
 
En la següent gràfica s’observa l’evolució del coeficient d’agrupament (C) 
i de la distància mitja (L) d’un graf petit món de 1000 nodes i 10 veïns per 
node (normalitzades pel seu valor al graf original) en funció de la 
probabilitat de redibuix. 
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Quan p=0 (graf regular) els valors de L i C son màxims. En incrementar 
p la distància mitja baixa ràpidament, ja que un enllaç que es reconnecti 
unint nodes molts separats del graf farà baixar molt la distància entre 
aquell parell de nodes i també entre els seus respectius entorns.  
En canvi el coeficient d’agrupament té un comportament oposat, per a 
increments de p petits gairebé no es veu modificat i no comença a baixar 
de manera important fins que no s’incrementa significativament el valor de 
p.  
Finalment, quan p es proper a 1 tenim un graf amb una longitud mitja 
petita i un clustering també petit, com correspon als grafs aleatoris.  
Existeix un interval de p, en el qual la longitud mitja de la xarxa s’ha 
reduït significativament i és similar a la del graf aleatori mentre que el 
clustering pràcticament no ha canviat respecte al graf regular. En aquest 
interval de p, situat en l’entorn de 0.01, el graf resultant es diu que és del 
tipus petit-món. 
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3.4 Grafs invariants d’escala 
3.4.1 Graf Barábasi-Albert 
Per explicar la distribució potencial del graus present en xarxes reals 
Barábasi i Albert proposaren i analitzaren [1] un model simple de grafs 
(BA) que es basa en dos conceptes principals: creixement i adjunció 
preferent (preferential attachment): 
•  Creixement: es comença amb un nombre reduït de vèrtexs i a 
cada pas es connecta un nou vèrtex a vèrtexs ja existents. 
•  Adjunció preferent: la probabilitat de que un nou vèrtex es 
connecti a un vèrtex i existent i depèn del seu grau ki segons la 
fórmula: 
𝑃 𝑖 = 𝑘! 𝑘!!∈!  
 D’aquesta manera un node amb grau 10 tindrà el doble de probabilitats 
que un node de grau 5 d’enllaçar-se amb un nou node que s’afegeixi al 
graf. Aquets model de creixement fa que apareguin alguns vèrtexs amb 
grau molt elevat (hubs). 
 
 
BA 1000 nodes i 999 branques 
 
 
BA 1000 nodes i 1500 branques 
 
     
Barabási i Albert demostraren analíticament que el graf tendeix cap a un 
estat amb invariància d’escala: La distribució de graus no canvia amb més 
iteracions i queda descrita per una llei potencial P(k)∝ k−γ, amb γ= 3.  
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Distribució de graus de grafs generats per l’aplicació, la línia representada té γ=3 
 
 
El model BA captura uns dels mecanismes responsables de la distribució 
del grau potencial de moltes xarxes reals, però té certes limitacions quan el 
comparem amb aquestes xarxes: no explica, per exemple, el coeficient 
d’agrupament elevat o el caràcter fractal de moltes d’aquestes xarxes. 
 
3.4.2 Graf jeràrquic determinista 
Moltes xarxes associades a sistemes complexos (World Wide Web, 
xarxes de transport o de distribució d’energia, xarxes biològiques, xarxes 
socials, etc.) combinen la propietat de ser xarxes scale-free amb el fet de 
ser de tipus petit-món. Per tant, aquestes xarxes presenten alhora una 
distribució potencial del grau dels nodes, un diàmetre petits, i un clustering 
alt.  A més, estudis recents han demostrat que moltes xarxes reals també 
són autosimilars. 
Els grafs jeràrquics són grafs que presenten totes aquestes 
característiques i a més tenen una estructura modular que resulta en una 
jerarquia en els graus. Són grafs petit món amb invariància d’escala, un 
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diàmetre petit i un coeficient d’agrupament que té un comportament del 
tipus Ci ∝ 1/ki. 
A diferència d’altres tipus de grafs (Barabasi-Albert i Watts-Strogatz), 
per generar els grafs jeràrquics s’ha utilitzat un mètode determinista 
descrit a l’article Deterministic hierarchical networks [4]. L’utilitzar un 
mètode determinista té l’avantatge que permet calcular de manera 
analítica les propietats i paràmetres del graf. 
Un graf jeràrquic Hn,k és defineix recursivament de la següent manera: 
• Hn,1 és el graf complet Kn. Un dels seus vèrtexs s’escull com a 
principal (arrel) i a la resta se’ls anomena nodes perifèrics. 
• Per k>1 Hn,k s’obté d’afegir branques a la unió de n còpies de Hn,k-1   
anomenades 𝐻!,!!!! ,⋯ ,𝐻!,!!!! . 
• El conjunt de branques de Hn,k conté: 
- Les branques de cada 𝐻!,!!!!  
- Branques connectant l’arrel de 𝐻!,!!!!  amb cada node perifèric 
de 𝐻!,!!!!  per a j = 1,...,n-1 
- Totes les possibles branques entre les arrels de 𝐻!,!!!!  per a j = 
1,...,n-1 
• L’arrel de Hn,k és l’arrel de 𝐻!,!!!!  
• Els nodes perifèrics de Hn,k són la unió dels nodes perifèrics de 𝐻!,!!!!  
per a j = 1,...,n-1 
 
 
H5,2 
 
 
H4,3 
 
 
H9,2 
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3.5 Grafs fractals 
Un fractal és un objecte semigeomètric amb una estructura bàsica que 
es repeteix a diferents escales. Tots els fractals tenen les següents 
característiques: 
• Tenen dimensió fraccionària. 
• Estan detallades en escales infinitament petites, i a vegades 
infinitament grans. 
• Tenen autosemblança, és adir, les seves parts tenen la mateixa 
forma o estructura que el tot. 
El concepte de fractalitat juga un paper mol important a l’hora de 
modelar les característiques de sistemes complexos i a les últimes dues 
dècades s’han concentrat molts esforços en l’estudi dels fractals ja que 
molts sistemes reals a la natura poden ser modelats com a fractals.  
El concepte de fractalitat i autosemblança està relacionat amb el 
concepte de dimensió, que no està totalment definit per a grafs. Un mètode 
per a calcular la dimensió fractals dels grafs mitjançant el mètode del box-
counting es mostra a [5]. En aquest article es defineix la dimensió fractal 
(df) per a grafs amb la fórmula: 𝑁! ≈ 𝑙!!!! 
on NB és el nombre de caixes de diàmetre lB necessaris per a cobrir el 
graf sense solapament. Per als grafs fractals aquesta dimensió és constant 
per a diferents valors de lB. 
3.5.1 Grafs Sierpinski 
Els grafs Sierpinski provenen del fractal Sierpinski gasket introduït per 
Sierpinski al 1915. La família de grafs Sierpinski inclou el Sierpinski gasket 
(SG), Sierpinski carpet (SC) i Sierpinski tetra (ST). 
Els grafs es construeixen recursivament a partir d’un bloc bàsic de 
construcció:  
• un triangle en els cas del Sierpinski Gasket  
• un quadrat en el cas del Sierpinski Carpet  
• un tetraedre en el cas del Sierpinski Tetra 
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Les branques d’aquesta estructura inicial es divideixen afegint-hi nodes. 
Creant noves branques entre els nous nodes s’aconsegueixen estructures 
iguals a la inicial connectades pels nodes extrems. 
 
Partim d’un triangle 
 
Dividim les branques 
existents afegint nodes 
 
Afegim noves branques 
 
Exemple de creació dels grafs Sierpinski Gasket 
 
A continuació es mostren els resultats d’aplicar el mètode de box-
counting per a diferents distàncies lB al graf SG8 (3282 nodes). 
 
lB	   NB	  
128	   1	  
64	   3	  
32	   9	  
16	   27	  
8	   81	  
4	   243	  
2	   729	  
 
 
Com es pot observar al gràfic 𝑁! ≈ 𝑙!!!,!"! i per tant la dimensió fractal 
del graf Sierpinski gasket és d=1,585 (log(3)/log(2)). 
       
y = 2187x-1,585 
1 
10 
100 
1000 
1 10 100 1000 
N
B
 
lB 
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SG5 
 
SC4 
 
ST2 
 
Grafs Sierpinski 
Les dimensions fractals dels grafs Sierpinski són les següents: 
• Sierpinski gasek: !" !!" ! ≈ 1,585 
• Sierpinski garpet: !" !!" ! ≈ 1,8929 
• Sierpinski tetra: 2 
•  
3.5.1 Grafs Sierpinski petit món 
Els grafs Sierpinski petit món s’obtenen a partir de grafs Sierpinski 
afegint-hi branques per obtenir un diàmetre logarítmic alhora que es manté 
l’estructura dels grafs originals. El procés està descrit a l’article Fractality 
and the small-world effect in Sierpinski graphs [6]. 
El Sierpinski Gasket small-world, SWSGn,m, s’obté a partir del graf SGn 
unint a un nou node els tres vèrtexs del triangle exterior de cada copia de 
SGm.  
El Sierpinski Carpet small-world, SWSCn,m, s’obté a partir del graf Scn 
unint a un nou node els quatre vèrtexs del quadrat exterior de cada copia 
de SCm.  
El Sierpinski Tetra small-world, SWSTn,m, s’obté a partir del graf STn 
unint a un nou node els quatre vèrtexs del tetraedre exterior de cada copia 
de STm.  
Afegint aquest nou node i les noves branques als grafs Sierpinski 
originals s’obtenen grafs amb les següents característiques: 
• una estructura sense gaires diferències al graf original. 
• un nombre semblant de nodes. 
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• clustering elevat gairebé igual que el graf original. 
• diàmetre logarítmic respecte a l’ordre. 
 
Exemple de grafs Sierpinski petit món: 
 
SWSG4,2, SWSC4,3 i SWST3,2 
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3.6 Arbres 
Un arbre és un graf sense camins tancats on el nombre de branques és 
igual al nombre de vèrtexs menys 1. La majoria dels arbres que es poden 
construir amb l’aplicació es generen mitjançant un mètode determinista i 
recursiu.  
 
3.6.1 Arbres invariants d’escala 
Amb l’aplicació es poden construir dos tipus d’arbre invariants d’escala, 
un construït amb el mètode d’adjunció preferent i l’altre mitjançant un 
mètode determinista. 
L’aplicació permet crear grafs invariants d’escala mitjançant el mètode 
d’adjunció preferent seleccionant el nombre de nodes i branques que tindrà 
el graf. Si a l’hora de crear un d’aquest graf s’escull que el nombre de 
branques sigui igual al nombre de vèrtexs menys un es generarà un arbre 
invariant. 
 
 
Arbre invariant d’escala de 100 nodes 
construït mitjançant el mètode d’adjunció 
preferent 
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Si es vol construir un arbre invariant usant un mètode determinista es 
pot crear un arbre invariant d’escala recursiu que es construeix seguint els 
següents passos: 
• Pas 1: A un vèrtex de grau 0 se li afegeixen n1 vèrtexs 
• Pas 2: A cada un dels vèrtexs anteriors se li afegeixen n2 vèrtexs 
més 
• Pas k-èssim: Es segueix afegint nk vèrtexs a cada un dels vèrtexs 
anteriors 
Als grafs que es poden construir amb l’aplicació a cada pas s’afegeix el 
mateix nombre de vèrtex. Exemple de creació d’un arbre recurrent on a 
cada pas s’afegeixen 3 vèrtexs nous a cada node: 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Primer pas: s’afegeix 3 
vèrtexs a un node 
Segon pas: s’afegeixen 3 vèrtexs més 
a cada vèrtex del pas anterior 
Tercer pas: es tornen a afegir 3 
vèrtexs més a tots els nodes del 
pas anterior 
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La distribució de graus del graf construït mitjançant aquest mètode té 
una distribució exponencial:  
 
 
 
3.6.1 Hiperarbres 
 
Per tal de poder donar una definició dels hiperarbres és necessari primer 
definir el producte jeràrquic de grafs [7]. 
Siguin Gi =(Vi, Ei) dos grafs amb els conjunts de vèrtexs Vi, i =1,2, i on 
un dels nodes de cada graf és anomenat l’arrel (etiquetat com a 0). El 
producte jeràrquic G2 ⊓ G1 és el graf amb els vèrtexs x2x1, xi ∈ Vi, i el 
conjunt de branques {x2x1, y2y1} on es compleix una de les següents 
condicions: 
• y2=x2 i y1~x1 a G1 (els nodes y1 i x1 son veïns a G1)   
• y1=x1=0 i y2~x2 a G2 (els nodes y2 i x2 son veïns a G2)   
 
Exemple de producte jeràrquic: G = K3 ⊓ K2 
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El conjunt de nodes de G estarà format pels nodes x2x1, on x2∈ {0,1,2} i 
x1 ∈ {0,1}: {00, 01, 10 , 11, 20, 21} 
El conjunt de branques de G estarà format per: 
• Branques on y2=x2 i y1~x1 a G1: {00 , 01}, {10, 11}, {20,21} 
• Branques on y1=x1=0 i y2~x2 a G2: {00, 10}, {00, 20}, {10,20} 
 
 
L’hiperarbre binari de dimensió m, Tm, es defineix com el producte 
jeràrquic de m còpies de K2. 𝑇! = 𝐾!! = 𝐾! ⊓   𝐾! ⊓  …  ⊓   𝐾! 
 
 
El hiperarbre r-àdic és una generalització del hiperarbre i està definit 
per: 𝑇!!:= 𝑃!! = 𝑃! ⊓   𝑃! ⊓  …  ⊓   𝑃! 
on Pr és el camí de r nodes (i longitud r-1). 
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 𝑇!!  
 𝑇!! 
 
Els hiperarbres presenten autosimilitud, donat que 𝑃!! esta construït per 
r còpies de 𝑃!!!! unides per r-1 branques. 
 
3.6.2 Arbres fractals 
 
Amb la aplicació es poden construir dos arbres fractals: el T-graf i el graf 
Vicsek. 
El T-graf es construeix de manera iterativa mitjançant la següent 
operació: 
 
 
 
S’anomena Tg (g≥0) al T-graf després de g iteracions. La construcció del 
T-graf comença (g=0) amb dos nodes connectats per una branca. Per a 
g≥1 Tg s’obté a partir de Tg-1 realitzant l’operació mostrada a la imatge a 
cada branca del graf. 
Un	  programari	  per	  l’estudi	  de	  passeigs	  aleatoris	  en	  grafs:	  Aplicacions	  a	  problemes	  de	  coherència	  i	  temps	  de	  primer	  pas	  
 
   
41	  
 
 
T0, T1 i T2 
 
A cada generació el nombre de branques del graf es multiplica per tres, 
per tant a la generació g el nombre total de branques serà Eg=3g. Com que 
es tracta d’un arbre el nombre de nodes serà Ng=Eg +1 = 3g +1. 
 
 
T-Graf a la quarta generació 
 
Pel que fa als fractals Vicsek aquests també es construeixen 
recursivament i s’anomena Vf,t al fractal després de t generacions. La 
construcció comença amb un clúster de f+1 nodes amb forma d’estrella, on 
f nodes perifèrics estan connectats a un node central. Aquest clúster 
correspon a Vf,0, i per a t≥0 Vf,t s’obté a partir de Vf,t-1. 
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Per obtenir Vf,1 es generen f repliques de Vf,0 que es distribueixen per la 
perifèria del Vf,0 original. Llavors es connecta l‘estructura central mitjançant 
f noves branques fins a els nodes de les repliques. Aquests passos de 
replicació i connexió es repeteixen t cops per a obtenir Vf,t. 
Exemples de grafs Vicsek (en gris Vf,t-1): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Donat l’algoritme de construcció a cada pas el nombre de nodes del 
sistema es multiplica per un factor f+1, del que es dedueix que nombre de 
nodes de Vf,t és Nt = (f + 1)t+1. 
Amb l’aplicació solament es poden construir grafs Vicsek partint d’una 
estructura inicial de 5 nodes (f=4) o de 4 nodes (f=3). 
 
  
V4,1 
V4,2 
V3,1 
V3,2 
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3.7 Grafs planars 
Un graf planar és un graf que pot ser dibuixat en el pla sense que 
cap aresta es creui, és a dir, el graf pot ser incrustat en un pla. Amb 
l’aplicació es poden construir dos tipus de grafs planars, tots dos construïts 
mitjançant un mètode recursiu. 
El primer tipus de graf està descrit a l’article Modeling complex networks 
with self-similar outerplanar unclustered graphs [8]. En aquest article es 
presenta una família de grafs planars modulars, autosimimilars i que a més 
són petit-món. 
Aquesta família de grafs M(t) està caracteritzada pel nombre d’iteracions 
t (t≥0) realitzades en la seva construcció. Per a la construcció recursiva 
d’aquest tipus de grafs s’utilitza el concepte de branca generadora: 
s’anomena branca generadora a l’única branca de M(0) i a les branques de 
M(t) on un dels seus vèrtexs ha estat afegit durant la iteració t. La resta de 
branques de M(t) són anomenats branques passives. Un cop una branca 
generadora ha estat utilitzada passa a ser passiva. 
El graf M(t) es construeix de la següent manera: 
• Per a t=0 M(0) té dos vèrtexs i una branca generadora que els 
uneix. 
• Per a t≥1 M(t) s’obté a partir de M(t-1) afegint a cada branca 
generadora de M(t-1) un camí de longitud 3 (P4), sent el origen i el 
final d’aquest camí els vèrtexs de la branca generadora. 
 
M(t) per a les iteracions t=0, 1, 2, 3 i 4. Les branques representades amb una línia de 
punt són branques generadores. 
Un	  programari	  per	  l’estudi	  de	  passeigs	  aleatoris	  en	  grafs:	  Aplicacions	  a	  problemes	  de	  coherència	  i	  temps	  de	  primer	  pas 
 
    
44 
Com es pot observar a les imatges aquest tipus de grafs presenta 
autosemblança ja que M(t) està format per dues còpies de M(t-1) units 
per dues branques. També s’observa que a més de planar el graf és 
periplanar donat que tots els seus vèrtexs estan a la cara exterior. 
La distribució de graus d’aquest tipus de graf és exponencial, donat que 
es compleix que 𝑃!"# 𝑘 = 2!!!. 
 
L’altre tipus de graf planar és introduït a l’article Planar unclustered 
graphs to model technological and biological networks [9]. Aquests grafs a 
més de ser planars, autosimilars i small world també presenten una 
distribució de graus potencial. 
El mètode de construcció de la família de grafs Md(t) és igual que la dels 
grafs M(t) explicada anteriorment amb l’única diferència de que a cada 
iteració s’afegeixen 2d camins de longitud 3 a les branques generadores. 
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En la imatge anterior es pot observar l’operació bàsica utilitzada en la 
construcció d’aquests tipus de grafs. 
 
 
    M2(2)         M2(3) 
 
Aquesta família Md(t) de grafs planars presenta una distribució de graus 
potencial 𝑃!"#(𝑘) ≈ 𝑘!! a diferència de la família M(t) que la té exponencial. 
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4 Programari desenvolupat 
 
Per la generació i anàlisis dels grafs s’ha desenvolupat una aplicació amb 
entorn gràfic per a sistema operatiu Mac OS X. L’aplicació s’ha programat 
amb Objective C, un llenguatge orientat a objectes, mitjançant l’entorn de 
programació Xcode. 
 
4.1 Visió general de l’aplicació 
 
L’aplicació permet generar grafs per ser analitzats fent us d’algun dels 
models preestablerts o bé carregant-los des de arxiu.  
Per a cada un dels tipus de grafs implementats es poden especificar els 
paràmetres necessaris per tal d’obtenir un graf de mida i ordre desitjat. 
A l’hora de llegir grafs des d’un arxiu estan suportats tot un seguit de 
formats estàndards utilitzats per a guardar la informació de grafs: graphml, 
dot, llista de vèrtexs i llista d’adjacències. 
Un cop tenim un graf carregat es pot: 
• Visualitzar els paràmetres bàsics del graf 
• Guardar el graf en un arxiu 
• Guardar una representació gràfica del graf 
• Guardar la distribució de graus del graf 
• Calcular el nivell de coherència 
• Guardar els resultats obtinguts del càlcul de coherència 
• Calcular el GMFPT del graf 
• Guardar la informació del graf i dels seus nodes 
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Visualment la interfície està dividida en tres parts principals: 
• Part esquerra: controls d’entrada per la creació de nous grafs i una 
miniatura amb la imatge del graf carregat 
• Part superior: llistat de grafs carregats en memòria 
• Part inferior: secció amb pestanyes per a la realització de les 
diferents funcions implementades 
  
 
 
  
Pestanyes 
Llistat de grafs carregats Creació 
de 
grafs 
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4.2 Creació de grafs 
Per generar un graf a partir d’un dels models preestablerts o bé llegir-lo 
d’un arxiu primer de tot s’ha de seleccionar el tipus de graf que volem 
carregar del desplegable superior esquerra. 
 
Un cop s’ha seleccionat un tipus de graf s’habiliten els paràmetres que es 
poden configurar en la creació del cada tipus de grafs: 
• Nodes: nombre de nodes del graf. Es pot utilitzar per als tipus de 
grafs Complet, Circulant, Petit Món i Invariant. 
• Branques: nombre de branques del graf. Es pot utilitzar per al 
tipus de graf Invariant. 
• Veïns: nombre de veïns que tindrà cada node. Utilitzat per a la 
creació de grafs Circulant i Petit Món. 
• Probabilitat: probabilitat de redibuix de cada branca durant la 
creació d’un graf Petit Món. 
• Grau: Utilitzable per als grafs amb una construcció iterativa: 
Sierpinski, arbres, planars... 
• Elements: Grau del graf complet que servei de base per a la 
creació de grafs Jeràrquics o del camí en els Hiperarbres r-adics. 
• Grau SW: Utilitzable per a la creació dels grafs Sierpinski Petit 
Món. 
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Un cop s’han seleccionat els paràmetres que es volen utilitzar per a la 
generació d’un graf aquest es crea quan es pitja el botó  ubicat al cantó 
del desplegable. Si algun dels paràmetres necessaris per a la creació del 
graf té un valor incorrecte es mostrarà un missatge d’error informant del 
problema i el graf no es crearà. 
En el cas de que s’hagi seleccionat l’opció de llegir la informació d’un 
arxiu s’obrirà un selector d’arxius que permetrà seleccionar l’arxiu on és 
troba la informació del graf. 
Quan es crea un graf aquest es guarda en memòria i s’afegeix un 
registre a la taula de grafs carregats. Es poden tenir carregats en memòria 
tants grafs com es vulgui, però solament un d’ells estarà actiu i es podran 
realitzar accions sobre ell. 
Quan es vulgui realitzar una acció sobre un graf i aquest no estigui actiu 
es pot seleccionar pitjant sobre el registre corresponen a la taula de grafs 
carregats. 
Quan s’hagi acabat de treballar amb un graf carregat es pot eliminar-lo 
seleccionant-lo a la taula i pitjant el botó ubicat sota la mateixa. El graf 
s’eliminarà de l’aplicació però els resultats del càlcul del nivell de 
coherència en cas d’existir encarà es mantindran en memòria. 
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4.3 Càlcul de les propietats dels grafs 
Quan es crea un nou graf automàticament es calculen i es mostren a la 
taula de grafs carregats la major part de les seves propietats: 
• Nombre de nodes 
• Nombre de branques 
• Diàmetre 
• Clustering 
• Correlació de graus 
• Distància mitja 
 
 
En el cas que en algun moment es calculi el GMFPT del graf aquesta 
informació també es mostrarà a la taula de grafs carregats. 
A la pestanya Graf de la part central es mostra la informació del graf 
actiu i una representació visual del mateix. Per generar la imatge l’aplicació 
calcula la posició dels nodes utilitzant algoritmes propis i en el cas de que 
per al tipus de graf seleccionat aquest no estigui implementat utilitza la 
llibreria graphviz. 
A aquesta secció central estan els controls que permetran llençar el 
procés de càlcul del FPT dels nodes i guardar en un arxiu la informació del 
graf. Donat que el càlcul és un procés llarg quan s’està calculant una barra 
de progrés indica l’evolució. 
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Mitjançant l’opció de Guardar Graf es pot guardar el graf en un arxiu en 
algun dels formats suportats per l’aplicació. Amb l’opció Guardar Imatge es 
guarda la representació gràfica del graf en format PNG. 
L’opció de Guardar distribució Graus guarda en un arxiu de text el 
nombre de nodes que tenen cada valor possible del graus. 
L’opció de Guardar Info guarda en un arxiu de text totes les propietats 
del graf i de cada un dels seus nodes. Exemple d’arxiu: 
# Graf: Jeràrquic K4, 5 iteracions 
# 
# Nodes: 1024 
# Branques: 3366 
# Grau Mínim: 3 
# Grau Màxim: 363 
# Grau Mig: 6.574219 
# Diàmetre: 9 
# Radi: 5 
# Distancia mitja: 3.971774 
# Correlació: -0.112317 
# MFPT: 2279.420926 
# 
# Node Grau Excen Dis Mitja BC     Clustering P Cluster  FPT 
0  363 5 2.252199 0.649008 0.005525 0.970000  23.731311  
1  3 6 3.249267 0.000000 1.000000 0.000000 3383.794607  
2  3 6 3.249267 0.000000 1.000000 0.000000 3345.165616  
3  3 6 3.249267 0.000000 1.000000 0.000000 3370.767507  
4  5 7 4.232649 0.000011 0.400000 0.000000 2506.778037  
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4.4 Càlcul del nivell de coherència 
A la segona pestanya de la part central es troben les accions i controls 
que permeten realitzar el càlcul del nivell de coherència per als grafs 
generats. La part esquerra també estan dividides amb dues pestanyes, una 
per mostrar els gràfic dels resultats i l’altra per mostrar quines són les 
simulacions que s’han realitzat. 
Quan hi ha un graf seleccionat a la taula superior es pot llençar el procés 
que calcula el nivell de coherència. Primer de tot a la part dreta es poden 
configurar els diferents paràmetres de la simulació: 
 
• K: nivell d’aspiració dels agents, és el nombre d’altres agents amb 
que han de compartir node per a que deixin de moure’s i formin un 
clúster. 
• Agents: Nombre d’agents que es distribuiran aleatòriament pel graf a 
l’inici de cada simulació. 
• Estadístiques: Nombre de mostres que s’agafaran durant la 
simulació. 
• Iteracions: Nombre de simulacions que es realitzaran, el resultat és 
la mitja del resultats de cada simulació. 
 
 
 
Quan ja s’han establerts els paràmetres es llança el procés pitjant sobre 
el botó Calcular. Durant la realització de la simulació una barra de progrés 
indica l’evolució d’aquesta. 
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Quan s’ha acabat de realitzar la simulació el gràfic del resultat es mostra 
sobre els eixos de la pestanya Gràfic. Sobre aquesta gràfica es mostraran 
els resultats de totes les simulacions realitzades carregades en memòria. 
Mitjançant el botó Guardar Gràfic hi ha l’opció de guardar-la en format 
PNG.  
 
 
A la pestanya Dades es mostra un llistat de les simulacions realitzades i 
que estan carregades en memòria. Per a cada simulació realitzada es 
mostra el nom del graf sobre el que ha estat realitzada, els paràmetres 
propis de la simulació i el nivell de coherència assolit. 
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Quan es selecciona un dels registres a la taula de Dades es poden 
guardar els resultats de les simulacions en format text mitjançant el botó 
Guardar resultat. A l’arxiu de text generat hi figuren els paràmetres de la 
simulació i les dades tabulades: temps i nivell de coherència, és a dir, 
probabilitat que dos agents escollits aleatòriament comparteixin node al 
temps t. Exemple d’arxiu generat: 
#Hiperarbre de grau 9 
#Factor coherència:2 
#Agents:20 
#Simulacions:2000 
#Estadístiques:500 
88, 0.000000 
176, 0.024963 
264, 0.057011 
352, 0.093416 
440, 0.129403 
528, 0.164734 
616, 0.198366 
704, 0.230108 
 
En el cas de que es seleccionin dos o més dels registres de la taula 
Dades el programa guardarà al directori seleccionat un arxiu per a cada 
una de les simulacions seleccionades.  
 
Un	  programari	  per	  l’estudi	  de	  passeigs	  aleatoris	  en	  grafs:	  Aplicacions	  a	  problemes	  de	  coherència	  i	  temps	  de	  primer	  pas	  
 
   
55	  
5 Anàlisi de resultats  
5.1 Nivell de coherència 
Les primeres simulacions realitzades un cop programat el càlcul de 
coherència van ser les mateixes que les realitzades a l’article Win–stay, 
lose–shift in language learning from peers per tal de comprovar el correcte 
funcionament del programa. 
En l’article es mostra que els grafs quasi-regulars convergeixen a la 
coherència per a k=3 i en alguns casos per a k=2. Els tipus de grafs 
analitzats a l’article són els grafs complets, els circulants i els hipercubs, i a 
les simulacions realitzades amb l’aplicació s’arriba a els mateixos resultats.  
Per als hipercub i els grafs complets la coherència s’aconsegueix amb 
k=2 quan el nombre de nodes del graf és molt mes gran que el nombre 
d’agents.  
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En canvi per als grafs circulants amb 4 veïns per node amb k=2 no n’hi 
ha prou per arribar a la coherència i encara que es generin grafs més grans 
el nivell de coherència no millora. Per a aquest tipus de graf la probabilitat 
que dos agents comparteixin node al finalitzar el procés és independent del 
nombre de nodes del graf. 
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En un graf circulant el diàmetre és molt gran i per tant els agents que 
continuen en moviment quan ja s’ha format un clúster normalment estan 
molt allunyats del clúster. A més els agents que es mouen aleatòriament 
poden anar bàsicament en dos direccions, dreta i esquerra i la probabilitat 
que dos agents en moviment es creuin sense trobar-se és petita. Aquests 
dos fets fan que encara que s’hagi format un clúster sigui molt probable 
que els agents que encara estan en moviment es trobin en un altre node 
formant un nou clúster i no convergeixin al primer clúster format. 
Si s’augmenta el nivell d’aspiració dels agents necessari per a que 
s’aturin la probabilitat de que es formi un clúster és redueix molt, fent que 
passi a ser més probable que els agents en moviment convergeixin a un 
clúster ja format que no pas que formin se’n formi un de nou. D’aquesta 
manera amb un nivell d’aspiració k=3 els grafs circulats ja tenen un nivell 
de coherència gran. 
 
Com ja s’ha vist per a un nivell d’aspiració k=2 i grafs circulants amb 4 
veïns per node el nivell de coherència és independent de la mida del graf. 
En un graf circulant amb 6 veïns per node el comportament és el mateix 
que en el de 4. Per l’estructura dels grafs circulants dos agents en 
moviment amb direccions oposades tenen les mateixes probabilitats de 
creuar-se o trobar-se independentment de la mida del graf. Per aquest 
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motiu el nivell de coherència és el mateix i solament canvia el temps 
necessari per assolir aquest nivell. 
 
Si es generen grafs circulants amb cada cop més veïns per node es pot 
comprovar que quan més veïns per node tingui el graf més ràpid es forma 
el primer clúster donat que el diàmetre del graf és més petit. A més a més 
també augmenta el nivell de coherència donat que cada cop el diàmetre és 
més petit, fet que fa augmentar la velocitat en que els agents convergeixen 
a un clúster format i per tant disminueix la probabilitat de que es formi 
més d’un. 
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Si s’analitza el que passa amb els grafs petit món construïts amb el 
mètode de Watts i Strogatz a partir d’un graf circulant s’observa que el 
nivell d’aspiració necessari passa de ser k=3 a k=2 si es vol aconseguir una 
alta probabilitat de coherència.  
Al redibuixar branques el diàmetre del graf es fa molt més petit, 
provocant que el temps de formació del primer clúster sigui menor i a més, 
al haver-hi branques que uneixen punts distants del graf els agents fan 
salts a punts més llunyans del graf, fent que la probabilitat de que es 
creuin i que es formi més d’un clúster sigui menor.  
Pel que fa al nivell de coherència al ser grafs generats amb un mètode 
no determinista es seu valor dependrà de com s’hagin redibuixat les 
branques. Així, per a grafs petit món amb el mateix nombre de nodes i 
amb la mateixa probabilitat de redibuix el nivell de coherència no sempre 
serà el mateix. 
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Altres grafs quasi-regulars construïts amb l’aplicació són els grafs fractals 
de la família Sierpinski, i per a tots s’assoleix la coherència per a k=2 
sempre que el grafs sigui de dimensió prou gran. 
 
Si es converteixen els grafs Sierpinski en petit món per a k=2 
s’aconsegueix la coherència en un temps molt més curt fins i tot per a 
grafs de dimensió petita. 
El mètode per a convertir els grafs Sierpinski en small-world consisteix 
en afegir un node central amb un grau molt alt i una centralitat també molt 
alta (hub). La possibilitat de que es formi un clúster a aquest nou node és 
molt més alta que la que té qualsevol altre node i en la majoria dels casos 
es formarà un clúster a aquest hub i la resta d’agents hi convergiran 
ràpidament donat la seva alta centralitat i el diàmetre petit del graf. 
En la següent gràfica es compara el nivell de coherència de grafs 
Sierpinski petit món amb els nivell de coherència dels grafs origen. Com ja 
s’ha comentant els grafs petit món tenen un nivell de coherència més gran 
i s’assoleix més ràpidament. 
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Fins ara s’ha analitzat el nivell de coherència de grafs regulars o quasi 
regulars sense gaires diferències en els graus dels nodes. Una mostra del 
que passa al afegir un node amb un grau molt més elevat que la resta s’ha 
vist a les simulacions dels grafs Sierpinski petit-món, on el nivell de 
coherència ha augmentat i s’ha disminuït el temps per arribar-hi. 
Si s’analitza el nivell de coherència en grafs amb una distribució de graus 
potencial els resultats varien en funció de si per construir-los s’utilitza un 
mètode determinista o no. 
En els grafs construïts mitjançant el mètode de adjunció preferent els 
resultats varien molt depenent de la distribució de graus resultant. Si 
durant la generació del graf hi ha un node amb un grau molt superior a la 
resta la probabilitat de coherència serà major, donat que els agents 
tendiran a formar un clúster en aquest node. Si pel contrari hi ha varis 
nodes amb un grau molt gran la probabilitat de coherència serà menor 
donat que serà més fàcil que es formin clústers a més d’un node. 
En la següent gràfica es mostra un exemple d’aquest fet. Els grafs 
generats tenen 10000 nodes i 9999 branques i a la llegenda es mostren els 
graus dels 5 nodes amb més veïns. Quan més gran és la diferència de 
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graus entre els nodes amb el grau més alt, més alt és el nivell de 
coherència. 
 
Si es generen grafs amb una relació entre nodes i branques major la 
diferència de graus entre el primer i el segon node amb més veïns és més 
gran a l’hora que el diàmetre del graf es fa més petit. Això provoca que els 
grafs tinguin un comportament més semblant i aconsegueixin la coherència 
amb k=2. 
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Altres tipus de grafs invariants d’escala son els grafs jeràrquics, aquest 
grafs a part de tenir una distribució de graus potencial són petit món, i per 
tant tenen un diàmetre molt petit. Per aquest tipus de graf s’aconsegueix la 
coherència molt ràpidament ja que té un node amb un grau molt gran que 
actua de hub i on és molt probable que s’hi formi un clúster. A més al tenir 
un diàmetre petit això passa mot ràpidament, i la resta d’agents també hi 
convergeixen en poc temps donada l’alta centralitat del hub. 
 
 
El graf jeràrquic determinista comparteix moltes de les característiques 
de les xarxes reals: és una xarxa petit-món amb invariància d’escala en la 
distribució de graus dels seus nodes. Analitzant el nivell de coherència que 
s’assoleix a xarxes reals es comprova que el comportament és molt 
semblant al d’aquest tipus de grafs. A totes les xarxes reals analitzades el 
nivell de coherència és força alt i s’hi arriba amb un temps molt curt, fins i 
tot en xarxes amb centenars de milers de nodes. 
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Pel que fa als arbres generats amb l’aplicació els hiperarbres i els arbres 
invariants convergeixen per a k=2 encara que per assolir un nivell de 
coherència alt es necessiten grafs de mida força.  
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Pel que fa als grafs fractals amb un nivell d’aspiració k=2 no n’hi ha prou 
per assolir un nivell de coherència alt donat el seu gran diàmetre. 
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Fins ara hem vist per diverses famílies de grafs com evoluciona el seu 
nivell de coherència a mesura que augmenta la mida del graf. Però com 
influeixen les propietats topològiques de grafs amb la mateixa mida i ordre 
però diferent mètode de construcció en el seu nivell de coherència? 
Per tal de comprovar-ho s’han construït arbres amb el mateix nombre de 
branques de diferents famílies de grafs: 
• Hiperarbres r-àdics construïts amb un camí de 3 branques i 4 
vèrtexs 
• Arbres fractals Vicsek 
• Arbre recurrent invariant d’escala construït afegint a cada pas 3 
nous veïns a cada node existent 
Per a les tres famílies de grafs a cada iteració el nombre de nodes es 
multiplica per 4. En les següents gràfiques es mostren alguns dels 
paràmetres dels grafs generats. 
 
 
diàmetre 
nodes Vicsek recurrrent hiperarbre 
16 8 4 9 
64 26 6 15 
256 80 8 21 
1024 242 10 27 
4096 728 12 33 
16384 2186 14 39 
 
 
distància mitja 
nodes Vicsek recurrrent hiperarbre 
16 4,300 2,700 4,067 
64 12,833 4,071 6,810 
256 38,559 5,524 9,714 
1024 115,840 7,007 12,681 
4096 347,767 8,502 15,671 
16384 1043,609 10,001 18,668 
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Com es pot observar amb les dades presentades per al hiperarbre i el 
arbre recurrent el diàmetre del graf té una progressió aritmètica mentre 
que el Vicsek la té geomètrica. Aquest fet fa que els grafs Vicsek tinguin un 
diàmetre molt alt i que quan s’hagi format el primer clúster els agents 
triguin molt a convergir-hi. Això fa que sigui més probable que es formi 
més d’un clúster i fa reduir el nivell de coherència del graf.  
Si s’analitza la distribució de graus dels grafs veiem que tant l’hiperarbre 
con el arbre recurrent tenen una distribució gairebé potencial, fet que 
provoca l’existència de nodes que actuen com a hubs on és molt més 
probable que s’hi formin clústers. La falta d’aquest hubs en els grafs Vicsek 
fa que el seu nivell de coherència també sigui més baix. 
 
 
En la següent gràfica es mostra l’evolució del nivell de coherència per a 
diverses mides dels grafs i es pot comprovar que el nivell de coherència 
dels grafs Vicsek és molt menor que els altres tipus de grafs.  
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Com es pot observar en el gràfic anterior per als tres tipus d’arbres el 
nivell de coherència creix logarítmicament amb l’ordre del graf fins que es 
troba a prop del seu màxim. 
Per comprovar si aquests comportament logarítmic es propi dels arbres 
que s’estaven comparant o és general s’ha analitzat l’evolució del nivell de 
coherència per a diferents tipus de grafs, trobant-se el comportament 
logarítmic en tots ells. 
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En totes les simulacions realitzades fins ara s’han utilitzat els mateixos 
paràmetres, un conjunt de 20 agents s’han distribuït aleatòriament sobre el 
graf i s’han estat movent fins que han assolit el nivell d’aspiració. Com 
afecta el nombre d’agent inicials al nivell de coherència? 
Quant més agents hi hagi movent-se sobre un graf més probable serà 
que es formi un clúster en un node donat que la probabilitat que 
coincideixin els agents en aquest node serà major. Si la probabilitat de 
formació d’un clúster augmenta aleshores el temps de formació del primer 
clúster serà menor. 
En la gràfica següent s’observa com disminueix el temps de formació del 
primer clúster a mesura que el nombre d’agents augmenta. 
 
Per un altra banda al haver-hi més agents també augmentarà la 
probabilitat de que es generin més d’un clúster abans de que tots els agent 
hagin convergit al primer clúster format. Això provocarà que el nivell de 
coherència sigui menor quan més agents hi hagi sobre el graf. 
Per comprovar aquest comportament s’han realitzat simulacions sobre 
els grafs variant el nombre d’agents distribuïts inicialment sobre el graf. 
Per a cada tipus de graf s’han realitzat simulacions començant amb 4 
agents i s’han anat augmentant aquest nombre fins que el nivell de 
coherència arribi al 10%. 
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En la gràfica superior es comprova que quan més gran és el nombre 
d’agents més petit és el nivell de coherència i també s’observa que el nivell 
de coherència disminueix molt ràpidament quan augmentem el nombre 
d’agents. 
Anàlogament per a un mateix nombre d’agents quan més gran sigui la 
mida del graf més alt serà el seu nivell de coherència, donat que la 
probabilitat de formació d’un clúster sobre un node és més petita i per tant 
la probabilitat de que es formin més d’un clúster també es redueix. 
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Aquest comportament es dona en tots els tipus de grafs generats amb 
l’aplicació excepte els grafs circulants, on con ja s’ha vist abans el nivell de 
coherència és independent de la mida del graf. Per a aquesta família de 
grafs i per a un nombre de veïns per node donat, el nivell de coherència 
solament dependrà del nombre d’agents. 
 
Fins ara s'ha analitzat el nivell de coherència d'un graf, és a dir, la 
probabilitat de que dos agents qualsevol convergeixin al mateix clúster al 
final de la simulació. Però, quina és la probabilitat que es formi un clúster 
en un node concret? Existeix una relació directa entre les característiques 
topològiques d'un node i la probabilitat de que s'hi formi un clúster? 
Tot fa pensar que la probabilitat de que a un node s’hi formi un clúster 
dependrà de l’estructura del graf i de les característiques del node (grau, 
centralitat) i que quan més centralitat tingui un node més fàcil serà que els 
agents s'hi trobin i s’hi formi un clúster. Per intentar esbrinar si existeix 
aquesta relació l’aplicació també calcula la probabilitat de que a un node 
s’hi formi un clúster quan es realitza el càlcul del nivell de coherència. 
Als gràfics següents es mostra la relació entre la probabilitat que a un 
node es formi un clúster i alguns dels seus paràmetres topològics per a 
diferents tipus de grafs.   
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Graf jeràrquic de 256 nodes 
 
 
 
Hiperarbre de 256 nodes 
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Als gràfics s’observa que en general quan més alt és el grau d’un node i 
més petita la seva distància mitja més probabilitat té que s’hi formi un 
clúster. Podria semblar que la probabilitat de clúster depen de la 
betweenness centrality però això és degut a que per a aquests tipus de 
grafs hi ha una relació entre el grau de un node i la seva BC. 
 
Si observem els gràfics d’un graf invariant d’escala construït mitjançant 
el metode d’adjunció preferent s’observa que el factor principal que 
determina la probabilitat de que a un node s’hi formi un clúster és el seu 
grau. Així un node amb un grau petit té una probabilitat de clúster petita 
tot i ser un node amb una centralitat elevada (distància mitja baixa i 
betweness centrality alta).  
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Aquesta relació entre la probabilitat que a un node s’hi formi un clúster i 
el seu grau es dona en la majoria de grafs com es pot observar en les 
següents gràfiques. 
 
 
En el cas de que a un graf tingui una distribució de graus amb molt pocs 
valors de graus possibles com podrien ser alguns grafs fractals, la relació 
continua donant-se i quant més gran és el grau d’un node més gran és la 
probabilitat de clúster. Tot i això per al conjunt de nodes amb un mateix 
grau hi ha força variació entre les probabilitats de clúster dels seus 
membres. 
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S’ha intentar trobar si aquests diferència en les probabilitats que es 
formi un clúster sobre un node és deguda a alguna de les altres propietats 
topològiques del node, però no hi ha relació directa ni amb la distància 
mitja ni amb la betweenness centrality. En les següents gràfics es mostra 
per al conjunt de nodes que comparteixen un grau donat la relació entre la 
probabilitat de clúster i aquestes propietats. Com es pot observar no és 
possible trobar una relació directa. 
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5.2 Temps de primer pas 
Tal i com s’ha explicat abans el temps de primer pas (FPT) és el temps 
esperat que trigarà un agent que es mou aleatòriament sobre un graf en 
assolir un node destí iniciant el seu recorregut des d’un node origen. 
El FPT mesura el temps de trànsit entre dos nodes concrets, per tant en 
una xarxa amb N nodes i per a un node destí fixat hi haurà N-1 valors del 
FPT, un per a cada un dels altres nodes. El temps mig de primera passada 
(mean first passage time, MFPT) d’un node és la mitja d’aquests temps. 
Comparant el valor del MFPT dels nodes amb les seves propietats 
topològiques s’observa que per a grafs amb camins tancats (no arbres) el 
principal factor que determina el MFPT d’un node és el seu grau. Quan 
menor sigui el grau del node major serà el seu MFTP.  
A les següents gràfiques s’observa la relació entre el MFPT d’alguns 
nodes amb el seu grau. Per als grafs invariants d’escala es pot observar 
que aquesta relació segueix una llei potencial, igual que la seva distribució 
de graus, amb un exponent propera a -1. 
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Aquest comportament també és el mateix per a altres tipus de grafs amb 
distribució potencial dels seus graus, com son els grafs jeràrquics, que 
també presenten una relació potencial entre el grau d’un node i el seu FPT 
amb un exponent proper a -1. 
 
Per tal de comprovar si aquest comportament és degut a la distribució de 
graus dels nodes s’han generat mitjançant el programa NetworkX grafs 
amb una distribució de graus aleatòria i tot seguit s’ha analitzat els FPT 
dels seus nodes amb l’aplicació desenvolupada. Per a aquets grafs la 
distribució de graus segueix una distribució de Poisson i la relació entre els 
graus dels nodes i els seu MFPT continua sent potencial. 
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Aquesta relació potencial també es dona en xarxes reals com poden ser 
la xarxa neural del cuc nematode C. Elegans o la xarxa que formen les 
adjacències d’adjectius i substantius a la novel.la "David Copperfield" de 
Charles Dickens. 
 
En els grafs planars generats amb l’aplicació es continua mantenint una 
certa relació entre el MFPT d’un node i el seu grau, tot i que aquesta relació 
ja no és potencial i per a un mateix grau hi ha una valors força diversos.  
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El mateix passa amb els grafs de la família sierpinski, que a més tenen 
molt pocs valor de graus diferents. 
 
Per a aquests casos on hi ha grans diferències entre els MFPT dels nodes 
que tenen el mateix grau s’ha intentat trobar una relació entre aquestes 
diferències i alguna de les altres propietats topològiques dels nodes.  
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En general s’observa per a aquests casos que el MFPT d’un node també 
té una certa dependència amb la seva distància mitja, sent major el MFPT a 
mesura que creix la distància mitja del node. 
 
 
Fins ara s’ha vist que per a grafs amb camins tancats el principal factor 
que determina el MFPT d’un node és el seu grau seguit de la seva distància 
mitja. Si observem el que passa amb els arbres que es poden generar amb 
l’aplicació veiem que l’únic factor que determina el MFPT d’un node és la 
seva distància mitja, i que la relació entre aquests dos valors és lineal. 
Aquesta dependència lineal entre la distància mitja d’un node i el seu 
MFPT potser és deguda a la existència d’un únic camí geodèsic entre un 
parell de nodes i es dona per a tots els arbres que es poden generar amb 
l’aplicació, sense importar si són fractals o si estan construït mitjançant 
amb un mètode determinista o un mètode amb aleatorietat. 
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Com es pot observar a les gràfiques anteriors per als arbres el MFTP d’un 
node i correspon a la fórmula MFPTi=a·dmi+b, on a és la pendent de la 
ecuació i dmi és la distància mitja del node.  
Un altre aspecte que queda palès és que la pendent de les gràfiques 
augmenta a mesura que es realitzen més iteracions en la construcció dels 
grafs, sent aproximadament el doble del nombre de nodes del graf. En la 
següent taula es mostren els valors d’aquesta pendent per a diferents tipus 
de grafs i diferents mides. 
 
Nodes a b 
Invariant recurrent 3,2 16 30,732 42,733 
Invariant recurrent 3,3 64 127,36 261,16 
Invariant recurrent 3,4 256 509,96 1408,4 
Invariant recurrent 3,5 1024 2047,9 7184 
r-àdic 3,2 9 16,843 25,164 
r-àdic 3,3 27 52,916 122,84 
r-àdic 3,4 81 160,86 519,18 
r-àdic 3,5 243 485,05 2036,3 
r-àdic 3,6 729 1447,9 7446,8 
r-àdic 4,1 4 7,0149 6,6639 
r-àdic 4,2 16 31,091 65,534 
r-àdic 4,3 64 126,56 432,99 
r-àdic 4,4 256 511,49 2488,1 
r-àdic 4,5 1024 2041,5 12923 
invariant 256 nodes 256 512,27 1414,8 
invariant 512 nodes 512 1022,6 3144,7 
invariant 1024 ndoes 1024 2051,4 7174,6 
Vicsek 4,1 25 48,461 121,5 
Vicsek 4,2 125 248,52 1895,5 
Vicsek 4,3 625 1258,1 28964 
Vicsek 3,2 64 126,03 811,82 
Vicsek 3,3 256  510,2  9845,8 
Vicsek 3,4 1024  2049,03  119143 
T-Graf 2 10 18,987 25,775 
T-Graf 3 28 55,227 134,74 
T-Graf 4 82 162,67 739,82 
T-Graf 5 244 487,03 4300,2 
T-Graf 6 728 1459,4 25381 
 
Un	  programari	  per	  l’estudi	  de	  passeigs	  aleatoris	  en	  grafs:	  Aplicacions	  a	  problemes	  de	  coherència	  i	  temps	  de	  primer	  pas 
 
    
84 
Revisant els valors de la pendent a s’observa que per a tot tipus de graf 
aquesta té una progressió equivalent a la progressió de la mida del graf. És 
a dir, si a cada iteració en la construcció d’un graf aquest té 3 cops més 
nodes la pendent serà a cada iteració 3 cops major. 
Fins ara s’ha vist que la relació entre el MFPT d’un node i la seva 
distància mitja compleix la següent relació: 𝑀𝐹𝑇𝑃! = 𝑎 ∗ 𝑑𝑚! − 𝑏 
Si es fa la mitja del MFPT de tots els nodes del graf s’obté el temps mig 
global de primera passada (global mean first passage time, GMFPT), que és 
un paràmetre propi del graf. 𝐺𝑀𝐹𝑃𝑇 = 1𝑁 𝑀𝐹𝑃𝑇!!∈!  
i substituint: 𝐺𝑀𝐹𝑃𝑇 = 1𝑁 𝑎 ∗ 𝑑𝑚! − 𝑏!∈! = 𝑎 1𝑁 𝑑𝑚! − 𝑏!∈! = 𝑎 ∗ 𝑑𝑚! − 𝑏 
on dmG és la distància mitja del graf. 
Per una altra banda si s’estudia l’evolució dels paràmetres a i b que 
determinen la relació MFPT-distància mitja s’observa que tendeixen a tenir 
una relació constant entre els seus valors a cada iteració en la construcció 
del graf, complint-se les següents equacions per a valors grans de t: 𝑎! = 𝑎!!! ∗   𝛾! 𝑏! = 𝑏!!! ∗   𝛾! 
sent 𝑎! el valor de a a la iteració t i 𝑎!!! el valor a la iteració t-1. Com es 
pot veure aquests paràmetres segueixen una progressió geomètrica amb 
les següents raons per a diferents tipus de grafs. 
Tipus de graf 𝜸𝒂 𝜸𝒃 
Vicsek 4 5 15 
Vicsek 3 4 12 
T-Graf 3 6 
Invariant recurrent 4 5 
R-àdic 3  3 3 
R-àdic 4 4 5 
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Si s’analitza com evoluciona la distancia mitja dels arbres que es poden 
construir amb l’aplicació a mesura que augmenta l’ordre del graf es veu 
que hi ha dos casos: 
1. Distància mitja que creix amb progressió aritmètica (r-àdics, 
invariants): 𝑑𝑚! = 𝑑𝑚!!! + 𝛾! 
 
2. Distància mitja que creix  amb progressió geomètrica (Vicsek, t-
graf): 𝑑𝑚! = 𝑑𝑚!!! ∗ 𝛾! 
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on 𝑑𝑚!és la distància mitja del graf d’ordre n i 𝛾! és el factor de creixement 
de la distància, la raó quan la progressió és geomètrica i la constant quan 
la progressió és aritmètica. 
Partint de la fórmula que relaciona el FTP del graf amb la seva distància 
mitja per als grafs on la distància creix geomètricament s’obté: 𝐺𝑀𝐹𝑃𝑇! = 𝑎! ∗ 𝑑𝑚! − 𝑏! = 𝑎!!! ∗ 𝛾! ∗ 𝑑𝑚!!! ∗ 𝛾! − (𝑏!!! ∗ 𝛾!) 𝐺𝑀𝐹𝑃𝑇! = 𝑎!!! ∗ 𝛾! ∗ 𝑑𝑚!!! ∗ 𝛾! − 𝑏!!! ∗ 𝛾! = (𝑎!!! ∗ 𝑑𝑚!!! − 𝑏!!! ∗ 𝛾!𝛾! ∗ 𝛾! ) ∗ 𝛾! ∗ 𝛾! 𝐺𝑀𝐹𝑃𝑇! = (𝑎!!! ∗ 𝑑𝑚!!! − 𝑏!!! 1− 𝛾! ∗ 𝛾! − 𝛾!𝛾! ∗ 𝛾! ) ∗ 𝛾! ∗ 𝛾! 𝐺𝑀𝐹𝑃𝑇! = (𝑎!!! ∗ 𝑑𝑚!!! − 𝑏!!! + 𝑏!!! 𝛾! ∗ 𝛾! − 𝛾!𝛾! ∗ 𝛾! ) ∗ 𝛾! ∗ 𝛾! 𝐺𝑀𝐹𝑃𝑇! = (𝐺𝑀𝐹𝑃𝑇!!! + 𝑏!!! 𝛾! ∗ 𝛾! − 𝛾!𝛾! ∗ 𝛾! ) ∗ 𝛾! ∗ 𝛾! 𝐺𝑀𝐹𝑃𝑇! = 𝐺𝑀𝐹𝑃𝑇!!! ∗ 𝛾! ∗ 𝛾! + 𝑏!!!(𝛾! ∗ 𝛾! − 𝛾!) 
A més per als grafs amb progressió geomètrica de la seva distància mitja 
i per valors grans de n s’observa que: 𝛾! ∗ 𝛾! ≈ 𝛾! 
resultant: 𝐺𝑀𝐹𝑃𝑇! = 𝐺𝑀𝐹𝑃𝑇!!! ∗ 𝛾! ∗ 𝛾! 
És a dir, per als grafs en que la seva distància creix geomètricament el 
GMFPT del graf a la iteració t serà igual al valor del GMFPT a la iteració t-1 
multiplicat pel factor de creixement de la mida del graf i el factor de 
creixement de la distància mitja del graf. 
Per comprovar la validesa d’aquesta fórmula s’han utilitzat els valors 
analítics del GMFPT dels t-grafs calculats amb la fórmula de l’article Mean 
first-passage time for random walks on the T-graph [10]. A la següent 
gràfica es mostra la relació entre GMFPTn i GMFPTn-1 en funció del nombre 
d’iteracions emprat en la construcció del t-graf. 
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Com es pot observar a aquesta gràfica per als t-grafs la relació entre els 
GMFPT a mesura que creix l’ordre del graf tendeix a 6, el resultat de 
multiplicar el factor de creixement del nombre de nodes (3) pel factor de 
creixement de la distància mitja (2). 
El mateix passa amb la família de grafs Vicsek, on utilitzant la fórmula 
analítica per a trobar el GMFPT de l’article Determining global mean-first-
passage time of random walks on Vicsek fractals using eigenvalues of 
Laplacian matrices [11] s’obtenen les següents gràfiques: 
 
 
Per a la família de grafs Vicsek es compleix també la següent relació: 𝐺𝑀𝐹𝑇𝑃! = 𝐺𝑀𝐹𝑇𝑃!!! ∗ 𝛾! ∗ 𝛾! 
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ja que per a aquesta família 𝛾! = 3  i 𝛾! = 4 per als grafs V3,g i 𝛾! = 3  i 𝛾! = 5 per als grafs V4,g, tenint així: 𝐺𝑀𝐹𝑇𝑃! = 𝐺𝑀𝐹𝑇𝑃!!! ∗ 15 per a la família de grafs V4,g 𝐺𝑀𝐹𝑇𝑃! = 𝐺𝑀𝐹𝑇𝑃!!! ∗ 12 per a la família de grafs V3,g 
 
Fins ara s’ha mostrat el que passa amb l’evolució del GMFPT quan la 
distància mitja del graf creix geomètricament. Per als casos on a la 
progressió és aritmètica es té: 𝐺𝑀𝐹𝑇𝑃! = 𝑎! ∗ 𝑑𝑚! − 𝑏! = 𝑎!!! ∗ 𝛾! ∗ 𝑑𝑚!!! + 𝛾! − (𝑏!!! ∗ 𝛾!) 𝐺𝑀𝐹𝑇𝑃! = 𝑎!!! ∗ 𝛾! ∗ 𝑑𝑚!!! + 𝑎!!! ∗ 𝛾! ∗ 𝛾! − 𝑏!!! ∗ 𝛾! 𝐺𝑀𝐹𝑇𝑃! = (𝑎!!! ∗ 𝑑𝑚!!! + 𝑎!!! ∗ 𝛾! − 𝑏!!! ∗ 𝛾!𝛾!) ∗ 𝛾! 𝐺𝑀𝐹𝑇𝑃! = (𝑎!!! ∗ 𝑑𝑚!!! + 𝑎!!! ∗ 𝛾! − 𝑏!!! 1− 𝛾! − 𝛾!𝛾! ) ∗ 𝛾! 𝐺𝑀𝐹𝑇𝑃! = (𝑎!!! ∗ 𝑑𝑚!!! + 𝑎!!! ∗ 𝛾! − 𝑏!!! + 𝑏!!! 𝛾! − 𝛾!𝛾! ) ∗ 𝛾! 𝐺𝑀𝐹𝑇𝑃! = (𝐺𝑀𝐹𝑇𝑃!!! + 𝑎!!! ∗ 𝛾! + 𝑏!!! 𝛾! − 𝛾!𝛾! ) ∗ 𝛾! 𝐺𝑀𝐹𝑇𝑃! = 𝐺𝑀𝐹𝑇𝑃!!! ∗ 𝛾! + 𝑎!!! ∗ 𝛾! ∗ 𝛾! + 𝑏!!!(𝛾! − 𝛾!) 
 
sent el terme de 𝑎!!! ∗ 𝛾! ∗ 𝛾! + 𝑏!!!(𝛾! − 𝛾!)  molt més petit que el terme 𝐺𝑀𝐹𝑇𝑃!!! ∗ 𝛾!  quan n és molt gran. Així quan 𝑛 → ∞ tenim que: 𝐺𝑀𝐹𝑇𝑃! = 𝐺𝑀𝐹𝑇𝑃!!! ∗ 𝛾! 
Si es representa en un gràfic la relació entre GMFPTn i GMFPTn-1 dels 
hiperarbres utilitzant la solució analítica trobada a l’article Mean first-
passage time for random walks on generalized deterministic recursive trees 
[12] es veu que aquesta relació es compleix. 
 
 
Un	  programari	  per	  l’estudi	  de	  passeigs	  aleatoris	  en	  grafs:	  Aplicacions	  a	  problemes	  de	  coherència	  i	  temps	  de	  primer	  pas	  
 
   
89	  
Per als hiperarbres la relació entre GMFPTn i GMFPTn-1 tendeix a m, la 
longitud del camí generador i també la relació entre |Gn| i |Gn-1|. 
 
Per comprovar que aquesta relació és compleix per a altres famílies de 
grafs s’han validat aquests resultats també amb les fórmules de l’article 
Explicit determination of mean first-passage time for random walks on 
deterministic uniform recursive trees [13]. 
En aquest article es troba la formula analítica del GMFPT per a una 
família d’arbres recursius construïts afegint a cada iteració dons nous veïns 
als nodes existents. Com que el nombre de nodes es multiplica per 3 a 
cada iteració la relació entre GMFPTn i GMFPTn-1 tendeix a 3.< 
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6 Conclusions  
Un cop finalitzat el desenvolupament del programari el primer que s’ha 
analitzat ha estat el nivell de coherència per a diferents famílies de grafs, 
intentant trobar com influeixen les propietats topològiques de cada família 
en el nivell de coherència que assoleixen. 
Dels resultats obtinguts es dedueix que per a que el nivell de coherència 
d’un graf sigui alt és necessari que un cop s’hagi format el primer clúster 
d’agents sigui més probable que els agents que encara continuïn en 
moviment convergeixin a aquest clúster que no pas que en formin un de 
nou. Aquesta probabilitat depèn de diferents factors:  
• Nombre d’agents que continuen en moviment: si el nombre 
d’agents creix augmenta la probabilitat de que es formi un segon 
clúster i disminueix el nivell de coherència del graf. 
• Propietats topològiques del graf: si disminueix el diàmetre del graf 
menor és el temps que un agent en moviment triga en convergir al 
primer clúster format i per tant augmenta el nivell de coherència 
del graf. 
• Ubicació del clúster format: si el primer clúster s’ha format en un 
node amb una centralitat alta és més probable que els agents en 
moviment hi convergeixin i per tant major nivell de coherència. 
Donat que la ubicació on es formen els clústers és un factor important 
per al nivell de coherència també s’ha analitzat quina és la probabilitat que 
a un node s’hi formi un clúster. Els resultats han mostrat que el principal 
factor que determina aquesta probabilitat és el grau del node: a mesura 
que creix el grau d’un node augmenta la probabilitat de que s’hi formi un 
clúster en ell.  
Així en els grafs regulars o quasi regulars tots els nodes tenen 
aproximadament la mateixa probabilitat de que s’hi formi un clúster mentre 
que els grafs amb invariància d’escala tenen nodes amb una probabilitat 
molt més alta que la resta donat la seva distribució de graus potencial. 
En l’anàlisi del nivell de coherència també s’ha estudiat la relació entre el 
nivell de coherència i l’ordre del graf i s’ha observat que per a totes les 
famílies de grafs aquesta relació es logarítmica fins que s’arriba a prop del 
valor màxim per a cada família de grafs. 
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De les anàlisis realitzades es dedueix que hi ha dos formes d’aconseguir 
la coherència: 
• Per una banda als grafs quasi-regulars tots els nodes tenen 
aproximadament la mateixa probabilitat de que s’hi formi un 
clúster. Com aquesta probabilitat és molt petita, un cop s’ha 
format el primer clúster els agents que resten en moviment hi 
convergeixen, donat que la probabilitat de convergir dels agents és 
més gran que la probabilitat de que es formi un nou clúster. 
• En els grafs amb una distribució potencial dels seus graus 
existeixen nodes amb una probabilitat molt alta de que s’hi formin 
clústers i un cop s’ha format el primer clúster els agents hi 
convergiran ràpidament. Això passa perquè els nodes on es creen 
els clústers són nodes amb una centralitat molt alta, que 
juntament amb el diàmetre petit dels grafs provoca que els agents 
en moviment tinguin més probabilitats de convergir al clúster 
format que no pas de trobar-se amb altres agents i formar un nou 
clúster. 
Donat que la majoria de xarxes reals són xarxes invariants d’escala 
(existeixen hubs) i petit món (tenen diàmetre petit) es pot concloure que 
seran xarxes amb un alt nivell de coherència. Els resultats obtinguts en 
l’anàlisi del nivell de coherència en xarxes reals ho confirmen. 
Pel que fa al temps mig de primer pas el primer que s’ha intentat ha 
estat trobar una relació entre els diferents paràmetres topològics dels 
nodes i els seu MFPT. Els resultats obtinguts són diferents depenent de si el 
graf analitzat és un arbre o no: 
• Per als grafs amb camins tancats el principal paràmetre que 
influeix en el MFPT d’un node és el seu grau, existint una relació 
potencial en la majoria de grafs entre el grau d’un node i el seu 
MFPT, sent major el MFPT d’un node quan menor sigui el seu grau. 
• Per als arbres, en canvi, el MFPT d’un node és directament 
proporcional a la seva distància mitja i a més a més l’equació que 
determina aquesta relació també és proporcional a l’ordre del graf. 
El fet de que per als arbres el MFPT d’un node sigui proporcional a la 
seva distància mitja ha permès trobar quina és l’evolució del GMFPT d’una 
família de grafs, trobant diferències entre les diferents famílies de grafs en 
funció de com creix la seva distància mitja: 
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• Per als grafs on la distància mitja creix aritmèticament el GMFPT 
d’un graf a la iteració n serà el valor del GMFPT del graf a la 
iteració n-1 multiplicat pel factor de creixement del nombre de 
nodes del graf a cada iteració (𝛾!): 
 𝐺𝑀𝐹𝑇𝑃! = 𝐺𝑀𝐹𝑇𝑃!!! ∗ 𝛾! 
 
• Per als grafs on la distància mitja creix geomètricament el GMFPT 
d’un graf a la iteració n serà: 𝐺𝑀𝐹𝑃𝑇! = 𝐺𝑀𝐹𝑃𝑇!!! ∗ 𝛾! ∗ 𝛾! 
on 𝛾! és el factor de creixement del nombre de nodes del graf a 
cada iteració i 𝛾! és el factor de creixement de la distància mitja 
del graf. 
Un aspecte remarcable que es pot observar en el conjunt de resultats 
obtinguts és la influència del grau dels nodes en les seves propietats 
dinàmiques. L’existència a una xarxa de nodes amb grau alt farà disminuir 
el seu diàmetre i el seu GMFPT alhora que provocarà un nivell de 
coherència més gran. 
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7 Annexos 
7.1 Annex 1 : Formats de grafs usats 
per l’aplicació 
L’aplicació desenvolupada pot tractar amb diferents formats d’arxiu: 
• Dot (lectura i escriptura) 
• GML (lectura i escriptura) 
• Llistat d’adjacències (lectura i escriptura) 
• Llistat de vèrtexs (lectura) 
 
7.1.1 DOT 
El llenguatge DOT permet descriure grafs en text pla i el programa 
detecta que un arxiu té aquest format si té l’extensió .dot. En el cas de 
que al intentar llegir el graf el programa detecti que el contingut del arxiu 
no és un graf vàlid donarà un error avisant del problema. 
El llenguatge DOT en el seu exemple més simple pot servir per a 
descriure un graf no dirigit mostrant les relacions entre nodes. La paraula 
clau graph s’utilitza per començar un nou graf i la informació associada al 
mateix està continguda entre claus. Un doble guió (--) s’utilitza per 
descriure les relacions entre els nodes. 
 
 
graph G { 
   a –- b –- c; 
   b -– d; 
} 
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Per a grafs dirigits la sintaxis és la mateixa que per als no dirigits 
excepte que s’usa la paraula clau digraph a l’inici del graf i una fletxa (->) 
per a mostrar les relacions entre nodes i la seva direccionalitat. 
 
 
 
digraph G { 
   a –> b –> c; 
   b -> d; 
} 
 
 
 
Als nodes i branques del graf se’ls hi pot aplicat una sèrie d’atributs. 
Aquests atributs poden controlar aspectes com el color, la forma en que 
es dibuixen, l’estil de les línies, etc. Una o més duples d’atribut - valor es 
poden informar dins de claudàtors després de la sentència i abans del 
punt i coma. 
 
 
graph G { 
     // L’atribut label serveix  per canviar l’etiqueta del node 
     a [label="Foo"]; 
     // La forma del node es canvia a un quadrat 
     b [shape=box]; 
     // Les branques tenen diferents propietats 
     a -- b -- c [color=blue]; 
     b -- d [style=dotted]; 
 } 
 
 
7.1.1 GML 
El llenguatge GML (Graph Modeling Language) permet especificar en 
fitxers de text tot tipus de grafs, dirigits o no dirigits, etiquetats, etc...  
Un arxiu GML consisteix en un conjunt de parells clau-valor organitzats 
jeràrquicament. Una clau és una successió de caràcters alfanumèrics, com 
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per exemple graph o id. El valor pot ser un enter, un real, una cadena de 
text o una llista de parells clau-valor encastada entre claudàtors. 
Els grafs es representen mitjançant les claus graph, node i edge. La 
estructura topològica es modela amb l’atribut id dels node i els atributs 
origen (source) i destí (target) de les branques: l’id assigna números als 
nodes que són referenciats pels atributs source i target. 
 
 
graph [ 
   directed 0 
   node [  
      id 0 
      label “a” 
   ] 
   node [  
      id 1 
      label “b” 
   ] 
   node [  
      id 2 
      label “c” 
   ] 
   node [  
      id 3 
      label “d” 
   ] 
   edge  [ 
      source 0 
      target 1 
   ] 
   edge  [ 
      source 1 
      target 2 
   ] 
   edge  [ 
      source 1 
      target 3 
   ] 
] 
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7.1.1 Llista d’adjacències 
Un arxiu amb format llista d’adjacències consisteix en línies amb llistats 
de nodes. El primer node de la línia és el node origen i la resta de nodes 
de la línia són considerats nodes destí.  
Les línies que comencen per # són considerades comentaris i no es 
tenen en compte per a la construcció del graf. 
 
 
# graf 
a b  
b a c d 
c b 
d b 
 
 
 
Una derivació d’aquest format consisteix a ometre el node origen de 
cada una de les línies. Per tal de poder fer servir aquest format els nodes 
han de ser identificats amb enters sent el primer node el número 0. 
L’aplicació espera un fitxer en aquest format quan l’arxiu llegit te extensió 
.grf. 
 
 
# graf en format .grf 
#  
1 
0 2 3 
1 
1 
 
 
 
 
Un	  programari	  per	  l’estudi	  de	  passeigs	  aleatoris	  en	  grafs:	  Aplicacions	  a	  problemes	  de	  coherència	  i	  temps	  de	  primer	  pas	  
 
   
97 
7.1.2 Llista de branques 
Un arxiu en aquest format consisteix en línies que contenen l’origen i el 
destí de cada branca. Les línies que comencen per # són considerades 
comentaris i no es tenen en compte per a la construcció del graf. 
 
# graf 
a b  
b c  
b d 
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7.2 Annex 2: Càlcul del temps de 
primer pas 
Com ja s’ha explicat anteriorment el temps mig de primera passada 
d’un node és: 𝑀𝐹𝑃𝑇! = 1𝑁 − 1 𝐹𝑃𝑇!→!!∈!,!!!  
on 𝐹𝑃𝑇!→! és el temps mig que triga un agent movent-se aleatòriament de 
anar de j a i. 
Per tal de calcular-ho amb l’aplicació primerament es va realitzar una 
implementació que realitzava simulacions per obtenir cada FPT ubicant un 
agent sobre j i movent-lo aleatòriament fins que arribés a i. Per tal de 
tenir un resultat prou bo s’havien de realitzar un nombre gran de 
simulacions donat el caràcter aleatori d’aquest temps. 
Un cop calculats els MFPT de tots els nodes el GMFPT del graf es calcula 
amb la següent formula: 
𝐺𝑀𝐹𝑃𝑇 = 1𝑁 𝑀𝐹𝑃𝑇!!∈!  
El problema d’aquest mètode de càlcul és que és molt costós, ja que el 
nombre de simulacions a realitzar creix exponencialment amb el nombre 
de nodes. Així per a un node d’un graf de ordre N s’han de realitzar les 
següents simulacions (sense en tenir en compte que s’agafa més d’una 
mostra per fer la mitja): 𝑆𝑖𝑚𝑠!"#$% = (𝑁 − 1) 
 
Per a cada node i es realitza una simulació inicialitzant un agent a cada 
node del graf diferent a i. Per tant, per a calcular el GMFPT del graf es 
realitzen: 𝑆𝑖𝑚𝑠!"#$% = 𝑁 𝑁 − 1  
 
ja que es calcula el MFPT per a cada un dels nodes. 
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A més a més el temps mig de cada una d’aquestes simulacions es igual 
al GMFPT del graf, paràmetre que també creix exponencialment a mesura 
que creix el nombre de nodes. Així resulta que el temps de procés 
necessari per a calcular el GMFPT és: 𝑇!"# = 𝑁 𝑁 − 1 · 𝐺𝑀𝐹𝑃𝑇 𝑇!"#~𝑁! 
En la següent taula i gràfic es mostra el temps de procés per a grafs 
planars de diferents ordres. Com es pot observar el temps de procés creix 
proporcionalment al cub del nombre de nodes, fent que calcular el GMFPT 
per a grafs grans sigui massa costós. 
 
Nodes Temps procés (seg) 
256 10315 
128 1095 
64 115 
32 12 
16 1,2 
 
 
Com el mètode emprat inicialment no era el suficientment ràpid es va 
implementar un segon mètode per al càlcul del GMFPT. Aquest nou 
mètode consisteix en crear un camí aleatori que cobreixi el graf dos cops, 
és a dir, que quan el camí ja hagi passat per tots els nodes un cop 
continuí fins que hagi passat un altre cop per tots els nodes del graf. En la 
següent imatge es mostra un camí aleatori que cobreix un hipercub de 8 
nodes dos cops. 
 
En aquest camí que cobreix el graf dos cops estan continguts camins 
aleatoris per a tot parell de i,j tal i com es mostra en la següent imatge. 
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Com s’ha vist només realitzant una simulació que creï un camí aleatori 
suficientment llarg ja s’obtenen tots els MFPT dels nodes. Així si el temps 
que triga en cobrir el graf dos cops un agent movent-se aleatòriament és 
menor que 𝑁 𝑁 − 1 𝐺𝑀𝐹𝑃𝑇 aquest segon mètode serà més ràpid. 
Va ser demostrat per Feige [14], [15] que per a qualsevol graf connex 
G: (1− 𝑜 1 )𝑛 log𝑛   ≤   𝐶!   ≤ (1+ 𝑜 1 ) 427𝑛! 
sent 𝐶! la duració mitja del camí aleatori que passa per tots els nodes de 
G. Aquest límit superior de la duració del camí aleatori mostra que el 
pitjor dels casos el temps de procés serà proporcional a N3, que és el 
temps obtingut amb el mètode inicial.  
Si observem els temps de procés necessaris per a calcular el GMFPT 
dels mateixos grafs planars mostrats anteriorment es veu que per a 
aquest tipus de grafs el temps necessari per a realitzar les simulacions és 
molt menor i és proporcional al quadrat del nombre de nodes i no al cub 
com anteriorment.  
Nodes Temps procés (seg) 
256 73,16 
128 15,9 
64 3,51 
32 0,72 
16 0,184 
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Si comparem el temps de procés dels dos mètodes per a diferents tipus 
de grafs s’observa que per al primer mètode els temps sempre creix 
potencialment amb un exponent major a 3 mentre que el per al segon 
mètode l’exponent és menor. 
 
Hiperarbre 
 
 
Circulant 
 
A la següent taula es mostren valors de l’exponent 𝛾 per a diferents 
tipus de grafs quan es calcula el GMFPT utilitzant el segon mètode. Com 
es pot observar la relació entre el temps de procés i el nombre de nodes 
serà potencial amb un exponent més petit que 3, i per tant millor que els 
temps de procés que s’obtindrien amb el primer mètode implementat. 
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Tipus de grafs 𝜸 
t-graf 2,5462 
Sierpinski gasket 2,4019 
Hipercub 2,0526 
Jeràrquic 2,1990 
 
Un dels possibles problemes del segon mètode implementat és que un 
mateix camí aleatori s’utilitza pel càlcul del MFPT de tots els nodes, fet 
que pot provocar que un camí anormalment llarg o curt provoqui una 
desviació força gran al ser tingut en compte més d’un cop. En el primer 
mètode això no passa donat que el temps entre cada parell de nodes del 
graf es calcula independentment. 
En la següent taula es mostren els errors en el càlcul del GMFPT per als 
dos mètodes. El valor del GMFPT real s’ha calculat mitjançant les fórmules 
analítiques existents per a aquest tipus de grafs. 
   
Mètode 1 Mètode 2 
Tipus Nodes GMFPT real 
GMFPT 
simulació Error 
GMFPT 
simulació Error 
T-graf 10 23,4 23,424371 0,10% 23,430144 0,13% 
T-graf 28 129,2142857 129,391354 0,14% 129,453019 0,18% 
T-graf 82 736,902439 738,606148 0,23% 740,472023 0,48% 
T-graf 244 4292,336066 4292,97943 0,01% 4299,38948 0,16% 
Hiperarbre 8 17 16,984943 -0,09% 17,124707 0,73% 
Hiperarbre 16 49 48,960907 -0,08% 49,271987 0,56% 
Hiperarbre 32 129 128,947675 -0,04% 128,934283 -0,05% 
Hiperarbre 64 321 321,036564 0,01% 320,394024 -0,19% 
Hiperarbre 128 769 769,272963 0,04% 769,052748 0,01% 
Hiperarbre 256 1793 1793,550724 0,03% 1794,340161 0,07% 
 
Com es pot observar en els resultats obtinguts el segon mètode de 
càlcul del GMFPT té uns errors majors, tot i que els valors obtinguts són 
suficientment bons si tenim en compte la gran millora en el temps de 
càlcul. 
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8.2 Pàgines web 
http://www.wikipedia.org 
http://www.graphviz.org Programari per a la visualització de grafs. 
http://www.fim.uni-passau.de/en/fim/faculty/chairs/theoretische-
informatik/projects.html Estructura de dades GML. 
http://www.mpkju.fr/~graphview/ Framework per a la representació de 
gràfiques amb Cocoa. 
http://regexkit.sourceforge.net/ Framework d’expressions regulars per 
a Cocoa. 
http://www.ochiailab.dnj.ynu.ac.jp/mjograph/ Programari per a la 
realització de gràfics en Mac Os X. 
http://networkx.lanl.gov/ Software per a la creació i anàlisi de grafs 
amb python. Programari per a la visualització de grafs. 
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